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Expose des méthodes générales en Mathématiques ; résolution 
et intégration des équations, applications diverses, d'après 
Hoené Wronski; 

Par m. Emile WEST. 



INTRODUCTION. 

Enumeration des diverses méthodes. — Dans ces dernières années, les 
travaux mathématiques de Hoené Wronski ont été cités plusieurs fois 
sans que personne se soit arrêté aux méthodes générales proposées par 

(') Wronski (Hoené), né à Posen en 1778, est mort à Neuilly le 9 août i853. 
A Tâge de seize ans, il était officier d^artillerie sous les ordres de Kosciusko. 
Fait prisonnier par les Russes à la bataille de Maciéiowicz, le 10 octobre 1794? 
il accepta dans leur armée le grade de lieutenant-colonel, dont il se démit 
en 1797, pour s'adonner exclusivement à Pétudede la Philosophie et des Sciences 
mathématiques, d'abord pendant deux années en Allemagne, puis en France 
jusqu'à la fin de ses jours. (Note de la Rédaction.) 
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ce géomètre. Elles nous ont cependant paru éminemment pratiques et 
très simples dans leurs principes chaque fois que nous avons eu occa- 
sion de les examiner ou d'en faire des applications. 

Les Ouvrages de Wronski sont très rares et la lecture en est difficile 
au premier abord ; aussi nous espérons que Ton nous saura gré de 
présenter les méthodes dont nous parlons avec les notations ordinai- 
rement usitées et accompagnées d'exemples suffisants pour les rendre 
facilement intelligibles. Nous nous adressons surtout aux personnes 
qui font un fréquent usage des Mathématiques et que leurs travaux 
conduisent à des calculs élevés. 

Il nous semble utile de signaler d'abord les différentes mélhodes de 
Wronski (•). 

Nous désignons par le mot méthode l'application systématique d'une 
loi fondamentale déterminée. 

En premier lieu, nous citerons pour mémoire une méthode générale 
concernant la théorie des nombres. Le principe fondamental a été dé- 
montré par M. Hanegraeff, Note sur V équation de congruence 

œ'^^r (mod./?)(^), 

et par A. Bukaty, Déduction et démonstration de trois lois primordiales 
de la congruence des nombres ( ' ). 

Cette méthode a été développée au commencement du Tome I de la 
Réforme du savoir humain ( 1 847 ). 

Les autres méthodes ont exclusivement rapport à l'expression des 
fonctions proprement dites. Ce sont : la méthode secondait e^mèÙioAG 
pratique et universelle (c'est-à-dire technique, pour employer le lan- 
gage de Wronski) ; elle permet de résoudre toute espèce d'équations 
et d'intégrer les équations aux différences ou aux différentielles totales 
ou partielles. Le nom de méthode secondaire indique que cette mé- 
thode doit prêter son concours à une seconde, dite méthode suprême. 
(^Ue-ci est fondamentale ; elle est à la fois théorique et technique, 

(*) Aucune de ces méthodes n^'a rapport à la Géométrie. 
{«) Gatithicr-YiUars, i860. 
(») Amiot, 1873. 
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D après Wronski, on peut en déduire toutes les lois des Mathématiques. 

Ces deux méthodes se subdivisent en méthodes élémentaires et mé- 
thodes systématiques y suivant que l'on ne distingue spécialement aucune» 
(les diverses parties qui composent les équations ou que Ton distingue 
systématiquement ces parties. 

Il existe encore deux méthodes générales : Tune est basée sur Vin- 
terpolation ; elle a pour but de résoudre ou d'intégrer une équation 
d'un genre quelconque quand les dérivées ou les différences succes- 
sives des fonctions proposées sont trop pénibles à calculer. On remplace 
ces éléments des fonctions par un nombre suffisant de valeurs des 
fonctions proposées correspondant à des valeurs déterminées des va- 
riables indépendantes. 

L'autre, la méthode d' exhaustion, est, comme son nom l'indique, une 
méthode générale d'approximation. Son caractère consiste en ce que 
les accroissements successifs des différents termes qui déterminent la 
fonction problématique ne sont liés par aucune loi, et qu'ils doivent 
être calculés directement et non par des tâtonnements. Cette méthode 
peut s'appliquer encore à tous les problèmes, et Ton n*a besoin que de 
connaître les différentielles de la fonction proposée ; c'est surtout dans 
l'évaluation des intégrales qu'elle peut être employée avec succès. 

Avant d'entreprendre Texamen des différentes méthodes, ou tout au 
moins des premières, nous devrions commencer par démontrer les 
deux lois fondamentales desquelles dérivent la méthode suprême et la 
méthode secondaire ; mais, pour ne pas entrer dans des considérations 
préliminaires qui nous entraîneraient trop loin, nous commencerons 
par la méthode secondaire élémentaire. Nous aurons ainsi l'avantage 
de donner une première idée de la méthode secondaire et de faciliter 
ensuite l'exposition de la méthode systématique. 

Nous devons prévenir que cette méthode élémentaire, quoique per- 
mettant de résoudre ou d'intégrer tout genre d'équations, entraîne 
généralement à des complications que ne donne pas la méthode systé- 
matique; parfois même elle peut devenir insuffisante, comme nous 
aurons occasion de le voir. Cependant la méthode élémentaire doit 
élre préférée dans certains cas, ce qui arrive particulièrement quand 
il faut déterminer principalement les valeurs numériques de certaines 
quantités. 
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Fonctions employées et notations, — Wronski a fait, dès le commen- 
cement du siècle, un usage tfès étendu des déterminants, qu'il désignait 
sous le nom de sommes combinatoires ou de /onctions schin (voir la J?e- 
futation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange ^ 1812; 
Philosophie de la Technie, i8i5, etc.). 

Nous emploierons indifféremment les notations usitées 



(«) 



ou 



a 



a 



a. 



a 



(5b{a\,a\.a\, 



<y 



IjSl seconde notation est celle dont Wronski faisait usage, avec cette 
différence que la caractéristique CD du déterminant était remplacée par 
la lettre hébraïque schin, caractéristique de la somme combinatoire. 
Ces fonctions ne sont d'ailleurs que des expressions tabulaires de 
termes distincts et achevés, car elles n'indiquent pas certaines opéra- 
tions particulières ; elles ne sont pas l'expression de quelques fonctions 
indépendantes, telles que les logarithmes ou les sinus. 

Indépendamment de ces sommes combinatoires, Wronski considé- 
rait d'autres sommes de même espèce, qu'il désignait sous le nom 
d'agrégats ; nous en ferons également usage. On trouvera dans la Phi- 
losophie de la Technie, vers la formule (45i), la relation qui existe entre 
les agrégats et les fonctions scliin. 

Les agrégats sont formés de termes de même signe qui dérivent le» 
uns des autres d'après une loi déterminée, et cette loi porte ordinaire- 
ment sur certains indices des éléments de ces sommes. On dénote ces 
fonctions par le terme général placé entre accolades et précédé de la 
caractéristique Agr, et par la loi des indicée. Ainsi la fonction symé- 
trique 



(/5) a^-hal-^al^a^al- 



a^al-ha^ai-i-ala^-hala^-^ala^-i-a^a^^a^ 
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Nto représente un nombre quelconque &> d'éléments dont rip et n^ font 
partie, et [N<o— /»;,] représente tous ces éléments, sauf w^; de même 
[Nco — Jiq] les représente tous, sauf n^ (voir Introduction à la Philoso- 
phie des Mathématiques y 1 8 1 1 ) . 

De l'expression précédente on déduit celle-ci : 

( N(m) = 2,(fx)N(m-i)-2,(fx)N(m;-2) + :.. 

m est le degré de la fonction considérée, et ]x le nombre des éléments 
qui entrent dans toutes ces fonctions aleph ; 2p(|x) représente de plus 
la somme de tous les produits différents des |x éléments/? k p. Le 
nombre m doit être ici plus grand que /x, ou tout au moins égal ; au- 
trement la fonction aleph qui aurait un exposant négatif devrait être 
considérée comme nulle, ainsi que nous allons le voir. 
Si les éléments sont les racines de l'équation 

[ri) k^x^ + k^^^cd^-^ 4- Aj.^a^l^'"* -h . . . -}-A,a? + Ao = o, 
l'expression précédente s'écrit 

(ô)A^N(m)-i-A^_,N(m-. i) + Aji_2N(/w - 2)-!- . . . 4-AoS(m-|UL)=:o. 

Supposons Ajjt = o, nous aurons pour les premières valeurs des fonc- 
tions aleph 

' N(o)=i, 
.N(i) = A^_,, 
[$)' {-N(2) = A^.,N(i)4-A^,,, 

- S(3) = k^, N(2) -f- Aj,_2N( I ) + Ap,^3, 



Nous démontrerons le théorème suivant : 

^^ ^^"^ (S^[n\n\n\,,,niz\nl-') 

On voit immédiatement que, pour m = o, la fonction se réduit à 
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Or S'(/w) est une fonction aleph négative de n(/w), ce qui donne la 
relation 

(v) N'(f^) = X[-('^-+-/x)J; 

pour la première valeur, on a 

(v)' N'(o) = X(-^) = (-.r'. 

Il est encore une autre espèce de fonctions dont nous devons parler; 
elles sont connues sous le nom de facultés. Ces fonctions s'introduisent 
nécessairement dans les calculs, car elles interviennent quand on con- 
sidère les différences des quantités variables, de la même manière qtie 
les puissances ou les exponentielles quand on considère les différen- 
tielles. 

Soit 9(0?) une fonction de la variable a?; la faculté 9 (a?)'"'^ n'est autre 
que le produit 

m est l'exposant de la faculté et | l'accroissement de la variable ; ces 
quantités m et Ç peuvent être constantes ou variables. 

Les produits d'un nombre infini de facteurs ne doivent pas être con- 
fondus avec les facultés; ces dernières fonctions sont plus générales. 

Vandermonde a le premier reconnu ces fonctions dans son Mémoire 
sur les irrationnelles de différents ordres [Histoire de l'Académie royale 
des Sciences, 1772, F* Partie, p. 489)- Plus tard, Kramp, dans son 
Analyse des réfrojctions astronomiques, a fait une étude complète des 
facultés particulières nommées factorielles , Enfin Wronski a complété 
l'étude des facultés et a montré qu'elles pouvaient servira représenter 
toute espèce de fonctions. 

Les facultés, malgré leur importance, paraissent tombées dans l'oubli, 
quoique plusieurs géomètres aient reconnu leur utilité. Nous citerons 
à ce sujet un passage d'une Lettre d'Abel à Holmboe, qui fait connaître 
l'opinion de ces mathématiciens : 

« .... Théorie der analytischen Facultâten (cet Ouvrage se trouve à la 
bibliothèque de Christiania; si tu ne Tas pas lu, il faut absolument que lu le 
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rieurs, dont nous verrons Tulilité dans la méthode secondaire. Pour 
les principales propriétés des sinus et leur introduction dans les calculs, 
nous renvoyons aux deux Mémoires de M. Y von Villarceau insérés 
dans les Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences 
(t. LXXXVI, séances des i3, 20 et 37 mai 1878, et t. XC, séances des 
29 mars et 5 avril 1880). 

Nous devons dire encore que nous noterons les dérivées partielles, 
comme on le fait souvent, en mettant entre parenthèses la dérivée que 
Ton considère. Par exemple, s\ (f[y) représente une fonction de y et 
d'autres quantités, toutes fonctions de x ainsi que dey, nous écrirons 
la dérivée de la fonction proposée par rapport à y 

(p) -JT' 

Mais^ si Ton prenait la dérivée de y (y) par rapport à a?, sur la variable 
y seulement, nous écririons 






Autant que possible, nous citerons les passages des Ouvrages de 
Wronski se rapportant aux sujets que nous traiterons ; autrement, nous 
donnerons les indications nécessaires pour que Ton puisse recourir à 
ces Ouvrages. 

PREMIÈRE MÉTHODE. 

MÉTHODE SECONDAIRE ÉLÉMENTAIRE. 

Conditions générales de la méthode. 

Expression fondamentale. — En nous plaçant à un point de vue par- 
ticulier, nous dirons que le principe de cette méthode consiste dans 
l'usage général d'une formule dont celle de Taylor n'est qu'un cas 
particulier. 

Euler en a donné une qui remplit cette condition pour la méthode 
élémentaire. 
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cipe de toutes les autres et qu'elle fait connaître en même temps la 
significfation de la quantité (v. 

Soit F (j)^) une fonction donnée de la quantité y; considérons son 
développement par rapport aux puissances d'une autre fonction (p{y) 
également donnée; nous aurons la série 

(4) F(y) = A.+ A,[?(j)J + A,[9(jj]='-f-A,[y(y)]' + .... 

Les coefficients A©, A<, Aj, . . . sont supposés indépendants dey et 
sont donnés par l'expression suivante, déterminée par une valeur par- 
ticulière ç^y mais quelconque, de y : 

(4)' A,= s,-îi-fiv.y(«.) + ('^-^\>_(;--^)s^.[,H]'-..., 

en faisant, pour un indice quelconque v, 

Nous aurons occasion de démontrer ces formules plus loin; c'est 
pourquoi nous ne nous y arrêtons pas. 

Ainsi, quelle que soit la valeur de w^ le développement (4) subsiste 
toujours; par suite, les coefficients Ao, A<, Aj, . . . doivent rester les 
mêmes. Si donc «t^ prend une valeur particulière u telle que Ton ait 

(5) ?(w) = o, 
on aura aussi 

en désignant par un accent la valeur particulière que prend S^ pour 

Faisons jjl =: o, 

(5)' Ao = S'„=F(«); 

d'après (5) et d'après (4') on aura également 

(6) Ao = So-S.yH + E,[y(«.)]«-S.[9(«.)]' + .... 
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Or, si © est la fonction qui forme le premier membre de Téqua- 
tion (i), u sera précisément l'inconnue y, et nous aurons 

(G)' F(r) = S«-S,y(iv) + S,[y(«P-)]*-S,[9(iv)]'4-...; 

les coefficients 3©, S<, Sj, . . . sont identiques aux coefficients de l'ex- 
pression (3). 

On conçoit maintenant comment, en principe, l'expression (3), pour 
toute valeur de Wj donne une solution de Téquation (i) d'un genre 
quelconque. Cependant cette expression (3) peut être convergente ou 
divergente, ce qui fait que l'on ne doit pas prendre w d'une manière 
tout à fait arbitraire ; cette quantité doit, au contraire, être choisie la 
plus rapprochée possible de la quantité cherchée j, puisqu'il semble 
évident que l'expression (3) doit être d'autant plus convergente que la 
quantité w est plus près de zéro. 

Remarque sur les quantités idéales et absurdes. — Avant d'étudier les 
conditions de convergence de l'expression (3), nous ferons une obser- 
vation relative aux quantités qui indiquent des cas d'impossibilité. 

Wronski distingue deux espèces de quantités idéales, les quantités 
infinies et les quantités imaginaires (*). Les premières impliquent 
expressément l'idée de l'infini dans la considération de la quantité 
même; les quantités imaginaires, de la forme a -i- byj— \ impliquent 
l'idée de l'infini dans la considération de la qualité même de la quan- 
tité, quahté qui constitue l'état positif ou négatif. Ces quantités sont 
possibles idéalement et non réellement. 

De plus, il existe des quantités absurdes qui ne sont possibles ni 
réellement ni idéalement. Ainsi l'expression (4) sera impossible dans 
deux cas : i*' lorsque les coefficients donnés par (4)' seront des quanti- 
tés idéales, c'est-à-dire imaginaires ou infinies; 2"* lorsque les expres- 
sions (4)'» (4)" conduiront à de véritables absurdités. 



(^) Pour plus de détails sur ce sujet, nous sommes obligé de renvoyer à l'/zi- 
troduction à la Philosophie des Mathématiques et à la Philosophie de la 
Tech nie, 

Journ, de Math. (3* série), tome VU. — Janvirr i88i. ^ 
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Dans le premier cas, le développement ne peut être exprimé que 
par des quantités infinies, et Timpossibilité n'existe que par rapport à 
des quantités réelles; ce développement n'est en défaut que si Ton 
envisage spécialement les quantités réelles. 

Dans le deuxième cas, l'impossibilité est absolue. Si Ton trouve, par 
exemple, pour les coefficients A„, A,, Aa, ...» des quantités différentes 
à mesure que l'on change la valeur arbitraire w attribuée à v, le déve- 
loppement est absurde. Pour fixer les idées, si l'on avait pour la fonc- 
tion (p {y) la valeur 

(7) 9(j) = Mo + M,j-MVI,j^-f-...-hM„y, 

Mo,M,, M2, . . . étant des constantes, on obtiendrait n valeurs diffé- 
rentes pour chaque coefficient A de (4). Si l'on prend pour w une va- 
leur qui annule le polynôme (7), on a 

et, comme il y a n valeurs de iv qui annulent le polynôme, on au- 
rait n valeurs analogues Ajj^, A'^ , A^ , . . . , lesquelles, en vertu de l'iden- 
tité nécessaire de chacun de ces coefficients avec le premier, donne- 
raient 

(7*^) A,t = A.p,= Aj, = . . . , 

ce qui est absurde. 

Nous ne parlons pas de la forme indéterminée-? parce qu'elle est 

seulement indéterminée et non impossible. 

De ce qui précède il résulte que dans tous les cas il suffit de s'en 
tenir aux expressions (4)', (4)" des coefficients, sans faire attention 
aux conditions fondamentales du développement (4), car, lorsqu'un 
tel développement sera impossible d'une façon relative ou absolue, 
l'expression en question le fera toujours connaître en donnant pour 
les coefficients A©, A,, A,, . . . des quantités idéales ou absurdes. 
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H'jj,S', ,S'j, ... étant ce que deviennent les coefficients S., E,,S2, ... 
quand on substitue ç kiv. Si la quantité w se rapproche de ç^ les coef- 
ficients S^, E,, H,, ... tendront respectivement vers les valeurs des 
coefficients û^, S*, , H'j, ...^ et (p{w) tendra vers f (f'), de sorte qu'à la 
limite l'égalité ( 8 ) aura lieu terme à terme. 

Admettons maintenant que nous prenions pour v la quantité u défi- 
nie par (5), c'est-à-dire ç(a) = o; ce que nous venons de dire subsiste 
encore : le coefficient S!^ prend la valeur déterminée 

d'^{ti) o o dh{u) I 

t/»o(w) d^[o(u)y o (l^V(ii) j 

d*o(u) d*[o(u)y ^[?(M)]' cPF{ii) j 

d^-'¥(it)\ 

d^o(ii) d^[o(u)y d^[o{u)y ... d^['^(u)Y^ d^¥{ti) I 



(9)S,= 



i'"i2.>i"»...ii*i»[r/o(//)]» 



-+-J-t-l-t-...-t-;* 



ta dérivée ^ " étant généralement différente de zéro ; le coefficient 2^, 

tend vers S*^, quand w^ se rapproche de u, et ^(iv) tend vers zéro. Or 
le second membre de (8) se réduit àF(w); cette égalité tendant à 
avoir lieu terme à terme, il en résulte que F(iv) tend vers F (w) et 
que la somme des autres termes du premier membre tend vers zéro; 
par suite, la série est convergente. 

Ainsi la condition principale de convergence de l'expression (3) est 
que la quantité w^ se rapproche suffisamment de w, autrement dit de 
la quantité/ donnée par l'équation (i), ?(j) = o. Quand cette con- 
dition sera remplie convenablement, la série sera convergente même 
dans le cas de y (w^) > i ; dans ce cas, la convergence sera o[>érée par les 
coefficients de la série, et, si ç>(m^) <!, la convergence sera opérée de 
plus par la fonction ^(m^) elle-même. Donc ç{w) <ii sera un critérium 
de la convergence de la série, puisque les coefficients S tendent, en gé- 
néral, vers des quantités finies et déterminées. 

Ce que nous disons de l'expression (3) s'applique aussi à l'expres- 
sion (2), qui n'en est qu'un cas particulier. 

Maintenant, nous pouvons reconnaître que, pour obtenir une solu- 
tion déterminée y^ de Téquation (f{y) = o, la quantité w doit être 
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Faisons 



(,o) 



. _ (Ç){rfo(sv)d^F(sv)] 
- 2— ,i|ii:^li(_^/cp(*r)J* ' 






nous aurons pour expressions donnant des valeurs de Tinconnue de 
plus en plus approchées, 



(") 



j = F(tv)-i-A,9)(iv), 



J=F(^) 



A|A,9(<v) + (A ; -A,A3)[cp(iv)]» ^ 
Aj— A3cp(«') 



Ces expressions sont celles que Wronski nomme les progrés de la gêné- 
ration neutre des quantités. 

On obtiendrait des formules analogues, correspondant à Texpres- 
sion (2), en faisant dans celles-ci Y[w) = w. 

Nous indiquerons plus loin en quoi consiste la méthode d'approxi- 
mation dont nous avons parlé. 

Par l'emploi des divers moyens que nous venons d'énumérer, nous 
arrivons à ce résultat remarquable que la méthode secondaire peut être 
appliquée dans tous les cas, puisque la convergence des expressions 
fondamentales est toujours assurée. 

Sur la nature de la valeur fondamentale. — Comme nous l'avons vu, 
cette convergence dépend surtout du choix de la quantité w. Il faut 
alors considérer deux cas : 1° celui où w est une quantité pincement 
numérique ; 2^ celui où w est une véritable fonction. 

Quand w est une quantité numérique et quand l'équation ( i , 
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9{y) = ^y 6st une équation primitive algébrique ou transcendante, le 
mode d'application des formules fondamentales (2) et (3) est bien 
connu; nous ne nous y arrêterons pas. 

Si (f{y) = o est une équation différentielle, y est fonction au moins 
d une variable indépendante a?, et la quantité npprochée ^p ne suffit 
plus pour déterminer jK, car les différentielles de l'inconnue, qui ne 
sont plus nulles, entrent dans les expressions fondamentales. 11 faut 
donc admettre que Ton connaisse des valeurs approchées de l'inconnue 
et de ses dérivées de diflf*Tents ordres, correspondant à des valeurs 
données de la variable indépendante ; de cette façon les expressions 
fondamentales s'appliquent comme dans le cas des équations primitives. 
Les équations différentielles comprenant des ordres différents d'indé- 
termi/iation par rapport à l'inconnue, la quantité w ne saurait être en 
général une quantité purement numérique. On doit donc considérer w 
comme une fonction; c'est en cela que consiste principalement la mé- 
thode secondaire. 



RESOLUTION DES EQUATIONS PRIMITIVES. 

Considérons une équation primitive (p{y) =0, algébrique ou trans- 
cendante; Wj n'étant pas une quantité dépendant d'une autre variable x, 
ne peut être une fonction proprement dite; «^ n'est ici qu'une simple 
quantité algébrique ou transcendante, et les conditions qui la déter- 
minent se réduisent en définitive à une équation. 

Équation réduite. — Cette équation devra se rapprocher autant que 
possible de l'équation proposée et être nécessairement résoluble par 
des procédés connus; elle devra être de même nature que cette dernière 
et donner le même nombre de solutions. Si ces conditions sont conve- 
nablement remplies, cette nouvelle équation donnera une valeur «^ 
qui rendra la fonction (p{w) aussi petite que possible, et par suite le dé- 
veloppement aussi convergent qu'il se pourra. 

Wronski nomme cette équation équation réduite. Il faut donc, pour 
obtenir cette équation, réduire Téquation proposée à ce qu'elle a d'es- 
sentiel, afin d'en tirer la valeur fondamentale w au moyen d'une solu- 
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Hon finie. Pour cela introduisons dans le premier membre de Téqua- 
tion (p[y)=z o une quantité arbitraire «, de telle façon que la nouvelle 
fonction <)?(/, w) = o, qui ne sera autre que la fonction proposée pour 
0) = I, puisse donner une équation résoluble par les procédés ordi- 
naires pour w = o ; la quantité w que Ton tirera de cette équation 
réduite, qui est alors ç)(«% o) — o, sera celle que Ton devra porter en- 
suite dans l'expression (2) ou (3) pour obtenir la valeur de l'inconnue. 

Cette quantité auxiliaire w peut être introduite soit en coefficient, 
soit en exposant, et cela de bien des manières différentes. Cette quan- 
tité peut également être prise parmi les quantités qui existent déjà 
dans la fonction y [y), comme nous le verrons dans divers exemples. 

D'après ce qui précède, la manière la plus convenable d'introduire 
la quantité auxiliaire w doit conduire à des équations réduites, réso- 
lubles immédiatement, et dans tous les cas d'une manière théorique et 
finie, en ayant soin de s'écarter le moins possible de la nature géné- 
rale de l'équation proposée. Nous pourrons donc choisir pour les équa- 
tions algébriques, parmi les équations résolubles, les équations réci- 
proques, ou plus généralement les équations binômes du même degré 
que celui de l'équation proposée. Pour les équations transcendantes, 
dont la forme est variable à l'infini, nous pourrons les ramener à la 
forme d'équations algébriques, résolubles comme il vient d'être dit. 

Sur les solutions théoriques. — Il r.^sulte de cette méthode que l'on 
distingue toujours deux parties dans la résolution d'une équation : 
l'une y?me,(v ou F((v), donnée par l'équation réduite, constituant la par- 
tie finie de la solution et la partie essentiellement théorique, et l'autre 
indéfinie^ existant généralement, formée par l'ensemble des autres 
termes. Si ç{y) = o n'admet pas de solution finie, ce qui est le cas le 
plus fréquent, et si l'équation réduite est déterminée de telle façon que 
l'on ne puisse pas en trouver une autre plus rapprochée de l'équation 
proposée, la valeur fondamentale que l'on en déduira rendra la fonc- 
tion ?(w^) aussi petite qu'il se pourra, et le développement atteindra le 
maximum de convergence. Par suite, la parlie indéfinie de la solution 
sera réduite à la moindre importance, et celle-ci donnera, au contraire, 
à la partie finie, qui forme la partie théorique, la plus grande impor- 
tance qu'elle puisse avoir. Dans ces conditions, il n'y aura plus rien 
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comprise entre «« et Tunité, de telle sorte que 9(m^«, w, )< i . I^ valeur 
w^ portée dans l'équation fondamentale donnera une seconde valeur 
W29 laquelle, étant considérée à son tour comme valeur fondamentale, 
donnera la solution cherchée si 9(«^2> 0"^ '• 

On pourra ainsi faire plusieurs substitutions des quantités iv^j mp»,, 
w^^ . . ., données au moyen des quantités auxiliaires e^e) co,, a>2, « . . ; 
mais le nombre en sera toujours restreint, par la raison que les dé- 
termina tions successives des quantités cocon tenues entre zéro et l'unité 
ne sauraient être nombreuses {voir, pour la méthode secondaire élé- 
mentaire et pour la méthode d'exhaustion applicable dans ce cas, la 
Réforme, 1. 1, p. Ixxviij àlxxxiv). 

Premier exemple. — Pour éclaircir les développements que nous 
venons de donner sur la méthode secondaire, nous pouvons appliquer 
cette méthode à un exemple. Devant traiter spécialement des équations 
algébriques dans la méthode secondaire systématique, nous laisserons 
provisoirement ces équations. Pour l'instant, nous allons résoudre une 
équation transcendante dont Wronski a donné la solution (voir /la Ré- 
/orme, 1. 1, p. cccxxij et cccxxiij). 

Soit le système d'équations 

( cîni: — ^t^^ yco9a-Hsin((x>-t.)) 

I smç — T — fT -> 

_i . 1 ' ^eltg cosot 

( a ) ' 

( tango) = -^ ç— ; 

les quantités ^ et o) sont les inconnues, et les autres des constantes. 
Posons, pour abréger, 

(a)' n=-, m = ^^ et /? = ^ 

D'après les conditions du problème, les constantes m et n sont sen- 
siblement égales, la première à ^ et la seconde à l'unité, ou du moins 
s'écartent peu de ces valeurs; quant aux angles a et ©, ce sont de très 
faibles quantités. 
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Nous pourrons écrire ainsi les équations proposées : 



27 



((i) 



(. *. m (D cosa -4- sin(a — <d) 

i n cosa 

( tangci) = np. 
Or la première équation donne 

— sinÇ = tanga cosw — sinw -f- ç, 



et, substituant ici la valeur de sînck) tirée de la deuxième équation (|3), 
nous avons 

I = (i -h n'/>*) cbs^ûa. 

Enfin, éliminant cosco entre les deux dernières équations, il vient 

(7) (S^'"^ - ?) V^^f^^iV = tanga - ''/'• 

Telle est l'équation qu'il s'agit de résoudre; en effet, connaissant 
l'angle Ç, la deuxième équation (a) donnera l'inconnue w. 

Remarquons que la quantité p = r~~"- ^^^ toujours plus petite 

que l'unité; de plus, n étant sensiblement égal à l'unité, la quantité 
^i -H n}p^ différera généralement peu de l'unité ; nous pouvons donc 
former l'équation réduite de la manière suivante : 



{^) 



(^sinÇ - 9)(Vi -h rî'p'Y = tanga — np. 



N'ous désignons ici par a la quantité auxiliaire que nous avons jusqu'ici 
exprimée par w, pour ne pas la confondre avec Tangle w qui est une 
des inconnues des équations (a). T/équation [p) pour a = i reproduit 
l'équation (7) et pour a = o donne l'équation réduite 



(<?)' 



m 



sinÇ — ç> = tanga — np. 
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Afin de distinguer la valeur fondamentale tirée de celte équation de 
la valeur | de l'inconnue, nous mettrons ^(/ à la place de Ç dans l'équa- 
tion réduite, comme nous avons mis qp' à la place dey pour l'exposition 
de la méthode. Nous aurons ainsi pour équation réduite 

(i) £ sin f - y = tanga - nq, 

en faisant 

(0 9 = - ^-- ' ' 

I^ solution donnée par Wronski indique que Téquation réduite a 
été formée en introduisant d'une manière différente la quantité auxi- 
liaire a; l'équation {â) devrait être alors 

(Ç)(^-sm|-9J(^v/n-nV^ + ^^ ^^=1 ^-;7^j=tang«-«/'- 

Pour a = I on a aussi l'équation proposée (y), et pour a = o on a 
1 'equal ion réduite (5)'. 

Nous pouvons nous en tenir à l'équation (g), que nous allons d'abord 
résoudre. 

Substituons aux quantités sinij; etcos^j/ les valeurs données par les 
égalités 

sin^j^ = 2 sin ^^ cos-^^J;, 
I — cosip = 2 sin^-2^. 



L'équation réduite devient 



m ^4- lanfça 
n m I . 



Désignons par X le rapport suivant, très peu variable pour de faibles 
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Puisque F(j) est ici sinÇ, nous mettrons pour ¥{w) 



(f^) 


sin({/ 


ou 


m <p-h tanga 
n I -h mX 


dF(w) 
^^P^"'" d^ 









(fi)' cosi|;; 

9(iiP^) est 

(v) (— sînij^ — 9 Wi -h n*X^ sin^iji — tanga -h nX sin<|;, 

et, puisque t]; satisfait à l'équation réduite (s), on peut écrire cette 
quantité 



(v)' (tanga — nXsin^){^ i -i- n^X^ sin^ip— i). 

La dérivée de ^(iv) prise sur l'expression (v), en ayant égards (c) 
et (c)', peut s'écrire 

— cosiji I v^i -f-n^X* sin^if 

(i — X)( I — tanga - . — - \ =:-h ^ _ | 






En développant les radicaux Wi ^n^n'^ et > et faisant 

y'i -+- n*q* 
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on a définitivement, pour ^(fv) et ^^ ? 

|(tanga— - /iXsinvj;)û, 
Jcos + [.-Hm^(,-$«^)4-fl«v]- 

Faisons dans (X) les substitutions de F((^), (p{{v) et de leurs dérivées, 
nous obtenons 



sin£ = — ^ 



n (p 4- tang;a 

I -+- mX 

mn tanga- 



û(Xsirn^V 



(o) { I -h— lang^J/(i — X)(i— 4>/i^) H-û/i»^' 

û(XsinjO' 



I -h — tangrj/(i— X)(i — ^nq) -h û/i*^' 



Telle est la solution de l'équation proposée (7) ou (x). L'équation 
réduite différant très peu de l'équation proposée, cette expression est 
très convergente et les termes calculés sont suffisants. 

Cette solution diffère de celle donnée par Wronski en ce que nous 
avons de plus les quantités 9nq et Q,?i^q^. D'après les données de la 
question^ ces quantités sont complètement négligeables; mais nous les 
avons trouvées parce que cette solution est obtenue par la méthode 
élémentaire, tandis que Wronski obtient la sienne par la méthode 
systématique. On peut voir par cet exemple l'avantage de cette der- 
nière méthode sur celle que nous traitons, puisqu'elle élimine des 
fonctions qui sont négligeables par elles-mêmes. 

Remarquons encore que la fonction îî doit se réduire à la valeur |, 
puisque les quantités n^q^^ ^*^S ••• sont négligeables. Cette fonc- 
tion lî, donnée par la première équation (v)", diffère un peu de celle 
que donne Wronski, savoir 
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(l('lt(» différence tient encore à la méthode que nous avons employée, 
mais elle tient aussi à la forme que nous avons donnée à Téquation 
transformée (5) ou (Ç), ainsi que nous le verrons plus loin en repre- 
nant l'équation proposée a l'occasion de la méthode secondaire systé- 
matique. 
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Sur quelques théorèmes de Mécanique ; 
Par m. h. RESAL. 



I. — L'accélération d'un point libre, lorsque sa direction est constante^ 
est proportionnelle au rapport du cube de la vitesse du mobile au 
rayon de courbure de sa trajectoire ( ^ ). 

Nous remarquerons d'abord que la courbe est plane. 

Soient, au bout du temps /, f^, p, a la vitesse du mobile m, le rayon 
de courbure de la trajectoire, Tangle formé par la direction de Taccé- 
lération 9 avec la normale. On a 

©COS« = — j 

^ p 

d'où 

(I) 9=. 



pç'cosa 



Or V cosa est la composante de la vitesse suivant la normale à la direc- 
tion de l'accélération; elle est donc constante et égale à v^ cosa©, Tin- 



(') Ce théorème a été énoncé pour la première fois, à ma connaissance du 
moins, par M. E.-T. Habich, qui Ta déduit de l'Analyse, dans une brochure inti- 
tulée Études cinématiques, 

Journ. de Math, (3* nérie), tome VU. — Janvier i88i. 5 
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dice o se rapportant à un instant déterminé t^. Nous avons ainsi 

(2) 9 = 



p^o cosao 

ce qu'il fallait établir. 

Remarque. — Soit c la corde du cercle osculateur déterminé par la 
direction de 9 ; on sait que 



2V 



par suite, 



>s 



21^0 cosao 



Donc le rapport du rayon de courbure à la corde interceptée dans le 
cercle osculateur par la direction de l' accélération est proportionnel à la 
vitesse. 

Application à la détermination du rayon de courbure de la parabole. — 
Considérons ime parabole décrite par un point matériel pesant m 
dont la masse est censée égale à l'unité et dont la vitesse initiale v^ 
est dirigée suivant l'horizontale tWoJ du point de départ m^. Soient m^x 
la verticale de /w©, F le foyer et ip le paramètre de la courbe. On a 

(3) ^^--- i'^x = 2px, 

W p = 'f 

Le principe des forces vives donne 

f^^ — s^l -f- 2gX = g{p r 2X). 

De l'équation (2) on déduit immédiatement la formule connue 
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II. — L'accélération d'un point dirigée vers un centre fixe est propor- 
tionnelle au cube de la vitesse, au rayon vecteur et à la courbure de la 
trajectoire. 

Comme dans le cas précédent, la courbe est plane. Soient O le 
centre fixe, r — Om le rayon vecteur, a l'angle qu'il forme avec la nor- 
male. L'indice o continuera à distinguer les notations qui se rapportent 
à un instant déterminé défini par la valeur t^ du temps /. On a, d'après 
le principe des aires, 

(^0^0 cosûCq = vr cos a, 

el l'équation (i), qui est générale et applicable dans tous les cas, 
donne 



(5) 9-,, 



rv 



prç cos a p/'o<^o cosa^ 



expression dans laquelle on ne devra considérer que les valeurs abso- 
lues de ç, p, cosao- Le théorème énoncé se trouve ainsi démontré. 
Remarque. — Des formules {a) et (5) on déduit 



p __ rv 

c 2/'oro cos a» 



d'où un nouveau théorème qu'il est facile d'énoncer. 

# 

Applications. — i° Rayon de courbure de l' ellipse. — Considérons 
l'ellipse comme décrite par un point dont l'accélération est dirigée 
vers le centre de la courbe et égale au rayon vecteur. Soient Ox, Oy 
les directions de deux demi-axes a, 6; A, B les sommets de ces demi- 
axes. Nous aurons 

'di^ "" ■" ^' 
d^ _ _ 

dt^ " y^ 
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d'où, en appelant M, N, M', N' des constantes, 

x = M cost -+- N sin/ -+- y = M' cost -h N' sin t. 



Prenons pour vitesse initiale celle du passage du mobile au point A ; 
3US aurons 
pour / = o, 



dx dy 

nous aurons» en remarquant que a? =r a, -^ r= o, y == o, -^ = ç^ 



x=: a cos/, 
7 = (;oSin/, 

d'où 

^0 = 6 



et 









D'ailleurs «0 = 0, r^ = a, ç = r et, d'après l'équation des forces vives, 
f'* == (^ J — (r* — rj ) = a^ -f- 6^ — H ; la formule ( 5 ) donne par suite 

f'^ —~^b 

2® Rayon de courbure de V hyperbole. — Soient Oa?, Oy les directions 
de l'axe réel 2a et de Taxe imaginaire a 6 de l'hyperbole. 

Nous pouvons considérer la courbe comme étant décrite par un 
pdint dont l'accélération, dirigée suivant r = O/n, est égale à ce rayon 
vecteur. Nous avons ainsi 

d^x __ 
'dF"^' 



d'où 



d\y 
dt^ ■ 



x---M^'+Ne-S 

y = MV-^NV^ 
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d'où 



(6) co = -=~- 



dt 



L'équation (5) devient alors 
On a d'abord 



dr dr _ k dr 

dt' "^ dt Vr» d^)'^ d^ V/« ^ y ~" r« Vr« ^' r* ^V' 



La vitesse i^ étant la résultante de -j- et de or, il vient 

(«) ^ = 7(;:^5p-^-V- 

D'autre part, l'accélération absolue y n'est autre chose que la résul- 

d^r 
tante de l'accélération relative -t^t- et de l'accélération d'entraînement 

aV' 

— w*r estimée suivant le rayon vecteur. On a ainsi 

^i^^ ?^ "^ f^* w r — ^^, ^, -^ ^, ^^ ^-,- ^, ^, \y 

Enfin la formule (5') donne, en ayant égard aux valeurs (8) et (9), 
, V \ d'^r ol dr^ _, r / 1 dr^ 

^^^f ? dd '^7^d^ ~^ pV '^ 56»"^'* 

Soit r^aO""; on a 

Hm-3)(£)-%,=±:[»..(0"^.]l 
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On évaluera ensuite la composante géodésique (perpendiculaire à la 
vitesse dans le plan tangent), dont on déduira la position du plan oscu- 
lateur, et par suite le rayon de courbure de la courbe donnée. 

Emploi des coordonnées sphériques. — Soient [fig. i ) 



Fig. I. 







Oz Taxe de révolution; 

Qy la perpendiculaire en un point O de cet axe comprise dans le plan 

du méridien mobile; 
t|^ Tangle formé par Qy avec Tune de ses positions antérieures bien 

définie Qy^ ou, si Ton veut, la longitude du méridien mobile ; 



Digitized by VnOOÇlC 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



SUR QLKLQUES XnÉORÈMES DE MÉCANIQUE. 4' 

m la position du point décrivant correspondant à la longilude vj^, à la 
latitude = mOy et au rayon vecteur v = Ç)m\ 

7/2 1 = vcosC le rayon du parallèle passant par m; 

dn = yj'dt^^'-h x^'^do'-h x.^cos' Od^^ Tare élémentaire de la section méri- 
dienne; 

a Tangle formé par la normale à cette courbe avec Om, et qui est dé- 
terminé par la relation 

Soient , de plus, 

R le rayon de courbure de la section méridienne; 
J l'intersection de la méridienne avec Oj^; 

T, P les composantes de la force extérieure estimées suivant la méri- 
dienne dans le sens de dO et la tangente au parallèle dans le sens de ^. 

Nous avons 

; 2) mJy = S -h 90^ — oc. 

Si entre les équations de la courbe donnée on élimine successive- 
ment ^ et V, on obtiendra deux relations de la forme 

(3) v = F(5;, 

(4) ^=A0;. 

dont la première n'est autre chose que l'équation polaire de la courbe 
méridienne. 

d^(j 

L'accélération relative de m est -tt^ • Les accélérations apparentes 

dues à la rotation -j~ sont : 
dt 

i*' L'accélération centrifuge 
[a) vcosô^j 

dirigée suivant Im; 

Jourft. de Math. (3® série), tome VU. — Février 1881. O 
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2*^ L'accélération tangcntielle d'entraînement changée de sens, 

[b] vcosôf^t 

dont la direction est opposée à celle de P ; 

3® J/accélération centrifuge composée, due à la vitesse relative pro- 
jetée sur le plan de Téquateur 

d,m\ ^vrosO 

"^~ ■" ~~dr~ ' 

et dont la direction est la même que celle de l'accélération ci-dessus ; 
elle a pour valeur 

Le théorème de Coriolis donne, suivant les directions de P et de T, 
,S = T— os«si„(«-.)^, 

Si l'on prend pour variable w =^au lieu de /, et que l'on pose 
0)' = Mt', on reconnaît facilement que ces équations deviennent 

r^ d^(j i dw d7 ^ • f\ ' (f\ \^^^'^ 

-^ t, ( d}^ I d\v d^\ d^ dvcos^ 

V = .COSO (iV^ 4- - ^- ^j + 2W^ -^— . 

On voit ainsi que w est indéterminé et que l'on obtiendra les expres- 
sions les plus simples de T et de P en supposant w^ ~ i , ce qui revient 
à prendre 6 = /. On a alors 



(6) 



d'^ dv COS 6 

~dr' 



jp=.cos4;î-i.2^ 
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Application aux courbes sphériques. ~ Nous avons, dans ce cas, 



En posant 
les équations ( 6) donnent 





a. --■ o, 




i -- R .= const., 




(7=^ R5. 






>nt 




T 


- sin6cos5 w^, 



- = cosy-r- — 2Msm&. 

Si la courbe est une loxodromie ou si i est constant, on a, en ayant 
égard à la formule (7), 

laiifîi (!(( lan;ï/siiiO 

U — r ) —jr = -TTi ' 

cosi r/0 c'os-C) 

T 

j^=tang^aang5, 

-^^tangttangÊ, 

^--langûangô 



et enfin 



tang/ = sinitangS. 



Cette formule, qui se vérifie pour « = o et i — 90**, c'est-à-dire pour 
une section méridienne et les parallèles définis par les angles =b 5, 
montre que / est un côté d'angle droit d'un triangle sphérique^ opposé 
à l'angle 6, et dont l'autre côté d* angle droit est i, d'où une construction 
que l'on peut facilement effectuer. 

Emploi des coordonnées cylindriques. — Soient 

z l'ordonnée du mobile m, parallèle à l'axe de révolution O:; ; 
r le rayon ml du parallèle ; 
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46 H, RESAL. 

Dans le cas d'un cylindre de révolution, 

/• = const., 
da = dz, 

tang£-r^J; 

par suite, 

T = o, 

L'équation différentielle des lignes géodésiques est donc P = o ou 

d'où 



^^^' 



^ ■= kz -\- G, 

équation qui représente bien la famille des hélices. 

Nous allons appliquer maintenant Tes formules ci-dessus aux lignes 

tracées sur un tore. 

Soient b = CO la distance à Ojs du centre G du cercle générateur ; 

mG =: a le rayon mené en un point quelconque m de la circonférence ; 
f Tinclinaison de ce rayon sur OG. Nous supposerons, en nous ba- 
sant sur les considérations exposées plus haut, ~ = i ou / = ©. Nous 
avons 

r= t -h acosç?, 2=asin(p, d(j = adfj ^=z(p-h^o^. 

En posant -1^ = w, les formules (3) et (5) deviennent 



ï = (é -I- acos^)sinç)a^, 
P = (i-i-acosf)^ 



P = (i-i- acosf)^ Quasinç), 
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48 H. RESAL. — SUR QUELQUES THËOUÈMI^S DE MÉCANIQUE 

qui est I equation polaire la plus générale d'un plan passant par le 
centre. 

Nous ne multiplierons pas davantage les exemples. Qu'il nous suffise 
d'avoir montré que l'on peut, dans certaines circonstances, tirer un 
bon parti de la méthode nouvelle que nous venons d'exposer. 
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APPLICATIONS MÉCANIQUES DU CALCUL DES QUATERNIONS l\Ç) 

^applications mécaniques du Calcul des quaternions; 
Par m. GENTY. 



Préliminaires. 

Le Calcul des quaternions commence à prendre faveur en France, 
grâce aux remarquables travaux de M. Laisant. Cependant il y a encore 
beaucoup à faire pour arriver à rendre familière aux géomètres français 
cette méthode si riche en applications, et qui, depuis longtemps déjà, 
est devenue classique en Angleterre et en* Allemagne. Il m'a donc 
semblé utile et intéressant de prendre pour sujet d'étude, à la suite de 
M. Laisant, quelques-unes des nombreuses questions de Mécanique 
auxquelles se prête d'une manière si heureuse la méthode d'Hamilton. 
Le présent Mémoire est consacré à l'exposition de 4a théorie de l'équi- 
libre astatique, qui a fait Tobjet d'un Mémoire fort intéressant de 
M. Darboux, présenté à la Société des Sciences physiques et naturelles 
de Bordeaux. 

Théorie de l'équilibre asiatique. 

Soit un corps en équilibre soumis à l'action de n forces r, f^, . . ., 
de grandeurs et de directions constantes, appliquées aux points M, 
M, , ... respectivement. Cherchons les conditions pour que l'équilibre 
subsiste quand on fait tourner le corps d'un angle quelconque autour 
d'un axe arbitraire passant par l'origine. 

Journ. de Jâath, (3« »érîe), tome VII. — Février 1881. 7 
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Le corps étant en équilibre dans son état initial, on a 

(i) 2f = R = o, 

(2) 2HIfm = o, 

en désignant par r la résultante générale (ou de translation) des forces 
données. 

Cela posé, une rotation quelconque du corps autour d*un axe arbi- 
traire pourra être représentée par Q{ )0"*; étant un quaternion 
unitaire dont le vecteur a la même direction que Taxe de la rotation, 
et les équations de Téquilibre après la rotation seront 

R = o, 

(3) 1V0mQ-*f^o. 

L'équation (3), devant être vérifiée quel que soit 0, entraîne évi- 
demment 

1mQ~*f = 0. 

Cette équation se décompose elle-même dans les deux suivantes : 

ISSmQ"^ F = o, 
21PmO"* F — o. 

La première donne, en tenant compte de l'équation (2), 

(4) 1SSfm = o, 

et la seconde 

2U.1I(?-'fm = 0, 

ou, en développant et tenant compte des équations (2) et (4), 

2m 5?f1IQ-* = 2f2m U (?-' = o, 

ou enfin, en posant tPQ-* = l, 

2f ^mx= 2m5>fx = 4>,x, 

(5) 4),L = o. 
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52 GENTY. 

équivaut donc aux trois équations 

(8) 0,1, = o, 0,i2 = o, 0,i3 = o. 

Chacune des équations ci-dessus équivaut à trois équations algé- 
briques ordinaires; l'équation 

R = o 

équivaut de même à trois équations ordinaires. Donc, enfin, les con- 
ditions (6) constituent un groupe de douze équations algébriques 
ordinaires, nécessaires et suffisantes pour l'équilibre astatique. 



Des différentes positions dans lesquelles un corps fixé par un point et 
soumis à l'action de n forces de grandeurs et de directions constantes 
peut être en équilibre. 

Supposons maintenant le corps fixé par un point sans être en équi- 
libre dans sa position initiale, et cherchons les positions dans lesquelles 
il sera en équilibre. 

Supposons que, par une rotation autour d'un axe passant par l'ori- 
gine, on ait amené le corps dans une situation telle que les vecteurs 

des points d'application des forces soient n, w, , Les conditions de 

l'équilibre seront exprimées par 



ou bien 



ou encore 



2liNF = o, 



(9) 1il,4>I,-h1ill3*l2-h1il3*l3 = O, 

en posant 

*X = IF^NX, 

La fonction $x a la même forme que la fonction Ô, x des paragraphes 
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54 GEKTT. 

réqualion (i3) pourra se mettre sous la forme 

(^ + G)li-l-(G,y + Gj) = o 
ou bien 

^(ft-l-G,) = -(Gli-HG,), 
d'où 

(2(n-f-G,)»=(Gft-hG,) 
ou enfin 

(i4) n» + (2G,-G,)li*-H(Gî-2GG,)Û-GÎ = o. 

Mais Cl est une fonction conjuguée à elle-même qui satisfait à une 
équation connue 

(i5) Û»-HMiî» + M,Û + M, = o. 

En identifiant les équations (i4) et (i5), il vient 

2G, - G, = M, 
G^- 2GG, = M,, 

G^ = -M,. 
I^a seconde équation donne 

2 G, 

Eti portant cette valeur de G dans la première et remplaçant G, par 
sa valeur — Mj. il vient 

^^^-^ 4M7— ' 

équation du quatrième degré en G|. L'équation (12) a donc quatre 
solutions. 

Soient ^x l'une d'elles, i|, ij et i, les vecteurs unitaires principaux 
de cette fonction ; les trois autres solutions seront 

1,'Wxu, ir^xi,, i^^xia. 
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On a en effet, N, N,, ... étant les points d'application des forces 
après la rotation qui a donné Wj 

Si Ton fait subir au corps la rotation i7'( )i,, on aura une nouvelle 
fonction Wt x, déterminée par l'équation 

W,x = 11-' NU SSfx = i;' ^xi,. 

Or 17*^x1, est une fonction conjuguée à elle-même qui a les mêmes 
directions principales que ^x* Si l'on a, par exemple, 



on aura 



^x = A,i, 5> i| X -h Ajij ^ijX -h A,i, ^i,x, 

l,*yXI,=: A,I| SSl^X — A2i2SSî2X ~ A, i,5>isX. 



Donc, enfin, il y a quatre positions d'équilibre. L'une d'elles étant 
donnée, on obtient les trois autres par des rotations de i8o** ou des 
renversements y autour des axes principaux, de la fonction Y ou 0*' dans 
la position donnée. 

Il reste maintenant^ pour compléter la solution du problème, à 
déterminer le quaternion unitaire Q. 

On a, d'après l'équation (i i), 

quel que soit x, ou bien 

[SSQ H- tlO)^x = O'x(^0 -f. KJO), 

et l'on a, en prenant la partie algébrique de cette équation, 

(i6) S?»(?^x = ^*'xUO, 

ou bien 

5?xW(? = ^x*1iO, 
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OU enfin 

5?x(y- 0)110 = 0. 

Cette équation, devant être satisfaite quel que soit x, exige qu'on ait 

La fonction linéaire vectorielle (Y — *)x est donc binaire et de la 
forme 

bS'AX H- B, S'A,x; 
et Ton a 

L'équation (i6) permet aussi d'écrire 

tUO = Il (Y - (P')a{^' - *')B, 

A et B étant deux vecteurs quelconques. 

Les résultats qui précèdent peuvent être énoncés de la manière sui- 
vante : 

Étant donné un système de forces appliquées à un corps solide, il 
existe quatre positions du corps pour lesquelles le système des forces se 
réduit à une résultante passant en un point donné. 

Comme cas particulier, si les forces ont une résultante générale 
nulle, la fonction $x est la même, ainsi que nous l'avons remarqué 
ci-dessus, quel que soit le point pris pour origine. Il en est de même, 
par suite, des fonctions 00' et Y^, et Ton voit que la position du corps 
qui correspond à l'équilibre est la même, quelle que soit l'origine des 
vecteurs. Donc, si les forces données ont une résultante générale 
nulle, il y a quatre orientations du corps pour lesquelles elles se font 
équilibre. 
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58 GENTY. 

On devra avoir en même temps 
(1-7) S?BC = o, 5>CA=o, SSab=zo 

et 

ou bien 
(r8) ^bO'$c==o, Sfc$'OA=:o, 5?a0'$b = o. 

Les équations (17) et (18) montrent que le système que nous cher- 
chons est unique et déterminé, et que les vecteurs unitaires a, b, c sont 
les vecteurs unitaires principaux de la fonction $'*x, c'est-à-dire qu'ils 
sont dirigés suivant les axes de Tellipsoïde 

(19) 5?x4>'0x = i, 

que M. Darboux appelle V ellipsoïde central du système pour rorigine 

choisie. 

Comme on peut toujours, par une rotation convenable, faire coïn- 
cider deux trièdrcs trirectangles ayant le même sommet, on voit qu'on 
pourra, par une rotation convenable du corps, amener les bras a, b, c 
des couples principaux à coïncider avec les directions correspon- 
dantes Oa, $b, ^c, et par suite les couples à se détruire. Cette posi- 
tion du corps obtenue, on en obtiendra trois autres semblables par 
des renversements autour des trois bras; nous retrouvons ainsi Tun des 
résultats qui précèdent. 

L'eUipsoïde central dont il vient d'être question peut être construit 
en portant sur chaque vecteur unitaire l une longueur égale à l'inverse 
de l'intensité de la force correspondante Ol. On a, en effet, pour le 
point obtenu ainsi, 

— ^^ 

ou bien 
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ils sont polaires réciproques par rapport à la sphère dont le rayon est 
égal à Tunité. 

Dans ce cas, mais dans ce cas seulement, les directions des forces 
sont les normales à un troisième ellipsoïde ayant pour équation 



S?x4)x — f. 

Dans le système de réduction des forces que nous venons d'étudier, 
on décompose le couple résultant en trois autres dont les bras sont 
perpendiculaires et les axes situés dans un même plan. Nous allons 
examiner maintenant un nouveau mode de réduction dans lequel les 
bras des couples spnt situés dans un même plan et les forces corres- 
pondantes rectangulaires. 

Projetons d'abord chacune des forces sur une parallèle à un vecteur 
unitaire quelconque l mené par son point d'application. Les forces 
projetées seront 

et leur résultante, qui est égale à leur somme, sera 

lS?2fl = hSSnL. 

Je dis que le centre de ces forces parallèles est situé dans un plan fixe 
du corps. 

On a en effet, en appelant x le vecteur de ce point, 

{igbis) X S?RL = 2m<S^fl = $'l, 

d'où 

et, en opérant avec 5>bx, 
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Le couple composant, qui a pour axe t!li,$'i|, peut être regardé 
comme constitué par une force i, appliquée au point $'i|, ou, ce qui 
est la même chose (si SSi^ r est différent de zéro), par une force i, ^ri« 

appliquée au bras - -> et de même pour les deux autres couples. Nous 

retrouvons ainsi la même réduction que ci-dessus. 

Si Ton a 5> Ri| = o, c'est-à-dire si Ton prend les composantes des 
forces sur un vecteur unitaire normal à la résultante générale, elles 
n'auront plus de résultante unique et se réduiront à un couple tl i, 4>'i, , 
dont le bras <!>'i| est parallèle au plan central. On a, en effet, 

^a)-*R$'i, = ^R<r-'a)'i. -- <^Ri, ^ o. 

Nous allons enfin étudier la réduction du système des forces à quatre 
forces appliquées aux sommets d'un tétraèdre quelconque. 

Soient A, B, C, D les sommets du tétraèdre donné. Une force f, 
appliquée au point M, peut être remplacée par une force égale et 
parallèle appliquée au point D et par le couple tlF(M — d). Le sys- 
tème de toutes les forces pourra donc être remplacé par une force r 
appliquée au point D et par le couple résultant 2tl f(m — d). 

Or on a 

(m — d)^(a — d)(b — d)(c — d) 

= ( A — d)5>(m — d)(b — d)(c — - d) -h (b — d)5>(m — d) (c — d) ( a — d) 

-h (c — d) ^( m — d) { a ~ d) (b — d), 

et Ton voit que le couple résultant pourra être remplacé par trois 
autres, dont l'un, 

SbF(A — d)S(M — d)(B — D)(C — d) 
' S(A — D){B — D)(C — d) ' 

pourra être regardé comme ayant pour bras a — d et pour force 

2f6(m — d)(b — d)(c — d) 



F« = 



S(A — I))(B — d)(c — d) 
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Nous aurons ainsi réduit le système à sept forces, dont quatre appli- 
quées au point D et les trois autres aux "autres sommets du tétraèdre. 
En remplaçant enfin les quatre forces qui agissent au point D par leur 
résultante, on aura réduit le système à quatre forces appliquées aux 
sommets du tétraèdre donné. 

Soient a Taire de la face du tétraèdre de référence opposée au 
point A, A, le vecteur unitaire normal à cette face et V le volume du 
tétraèdre donné; on aura 

tl(B — d)(c — d) = 2aA,, 
^(a-d)(b-d)(c-d) = 6V, 

et, par suite, l'expression de la force qui agit au point A peut se mettre 

sous la forme 

2a*Ai — rSbcd 



Vn = 



6V 



et l'on reconnaît immédiatement que la direction de la force en un 
sommet quelconque du tétraèdre ne varie pas avec ce sommet quand 
la face opposée reste fixe. 

Ellipsoïde central du point central. — Ellipsoïde central pour les divers 
points du corps, — Conique centrale. 

Nous allons maintenant revenir à l'étude de l'ellipsoïde central, qui 
a servi à M. Darboux dans la plus grande partie de ses recherches. 

Nous avons vu précédemment que, si l'on prend le point central 
pour origine, la fonction $x s'annule pour x = r; cette fonction peut 
donc se réduire à une fonction à deux termes, qui, en général, n'est 
pas conjuguée à elle-même. Mais, comme dans le cas d'une origine 
quelconque, étudié précédemment, on peut la rendre telle en faisant 
tourner le corps d'un angle déterminé autour d'un axe convenable- 
ment choisi. Dans le cas particulier qui nous occupe, l'équation (ii) 
devient 

(22) Ox ==(?-* $'xO, 
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et elle montre, ce qui était évident, que la fonction $x s'annule^ 
comme la fonction $', pour'x = r. On voit d'ailleurs sans difficulté 
que réquation 

n'a que deux solutions, dont l'une se déduit de l'autre par une rota- 
tion de 1 80** autour de r. 
Si Ton pose, en eflfet, 

(23) <&*x = <&'<&x =aJi,^i,xH-a^i2^ijX, 
les valeurs de qui conviennent à la question seront 

*2X = K""*<&,xK = — a,i4 <S>i|X — a2i2<S>ioX, 
en posant 

ou bien 

$,x = a,i|^i,x — as 10^12^ 9 

$2^ = K~*OxK = — a, I, <S>i,x H- a2i2SSi2^' 

I/ellipsoïde central du point central se réduit, en conséquence, à un 
cylindre parallèle à r et dont l'équation est 

^x$$'x — I ou bien SSx<S>^x = i, 
ou enfin 

(24) a;{SSuxy-h ali^i.xy--^ 1. 

Le vecteur x du centre des composantes des forces parallèles à un 
vecteur unitaire l a pour expression 

et l'on voit que le lieu de ce point, c'est-à-dire le plan central, a pour 
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Pour éliminer l, opérons par SSpx, et nous aurons, en supprimant 
le facteur SSpl^ 

équation du troisième degré en /. 

Le terme tout connu de cette équation est égal à ^^a^b vc, a, b, c 
étant trois vecteurs unitaires rectangulaires quelconques. Si Ton sup- 
pose que A, B, c soient les vecteurs unitaires principaux i,, i,, i, du 
cylindre central du point central, on aura 

^i, ~ a;i, -i-p(^r)^S>I|P, 

et Ton trouve sans difficulté 

Cette équation montre que le produit des axes de l'ellipsoïde central 
d'un point quelconque est égal au produit des axes de la section droite 
du cylindre central, divisé par le produit de Tintensité de la résultante 
et par la distance du point donné au plan central. 

Ainsi, le produit des axes est le même pour tous les points qui sont 
situés à la même distance du point central. Ce produit est infini pour 
un point du plan central, de sorte que pour tout point central Tellip- 
soïde central est un cylindre : c'est ce qu'on aurait pu voir de suite 
en remarquant que pour un point du plan central on a (aS) 

4>R = 4>R — R ^PR = o. 

Soit / l'une des racines de l'équation (28), et considérons la qua- 
(Irique qui a pour équation 

(î9) (€R)^Srx(<l)^-/)-*x=--i. 
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Théorème de Minding. 

Nous allons enfin démontrer le théorème de Minding, qu'on peut 
énoncer de la manière suivante : 

Dans toutes les positions du corps où les forces se réduisent à une résul- 
tante unique^ les lignes d'action de ces résultantes vont toujours rencon- 
trer les deux courbes définies ci-dessus sous le nom de focales de Minding. 

Prenons le corps dans Tune de ses situations d'équilibre par rapport 
au point central. Le système des forces se réduit alors à la résultante 
générale r = ^ri,, à un couple dont la force a,i, est appliquée à 
l'extrémité du vecteur unitaire i, et à un couple dont la force a2i2 est 
appliquée à l'extrémité de I2. 

Nous allons chercher quelle est la rotation à faire subir au corps 
pour que le système se réduise à une résultante unique, appliquée en 
un point quelconque p. Soit Q"'*( )Q l'opérateur qui représente cette 
rotation : en faisant d'abord tourner le corps, le système se réduira à 
la résultante générale r, à un couple de forces a, i, appliqué au point 
Q'^iiQ ou l'j, et à un couple dont la force a^ij est appliquée au 
point 0"* laO ou i\, La somme des moments des forces pour l'origine 
sera donc 

aitdl^l'j-l-aatJlala, 

et, pour un autre point quelconque p, elle sera 

a|tJl|l', -h (/aldlala — IJrp. 

Pour que, dans la nouvelle position du corps, le système se réduise à 
une résultante unique appliquée au point p, il faudra qu'on ait 

(3a) û|tJi<i'i -f-aatJiaij — tJliP = o, 
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OU, en opérant successivement par ^i\, SSi^, SSi^, 

l a2^i3i2-i-€R<S>i,pi', = 0, 

(33) < fli^ij!, — Cr^îjPIj^o, 
( a<^i4i3 — «i^iai'j -|-Cr^IsPi's= o. 

Ces trois équations suffisent pour déterminer le quaternion unitaire Q. 
On peut en déduire très simplement Téquation 

(34) ai^i',1,— «2^1,12= o, 

<ju'on obtient d'ailleurs immédiatement en opérant sur Téquation (32 ). 
Si, dans les équations (33). nous remplaçons p par x, nous aurons 

équations de trois plans dont l'intersection commune est évidemment 
Tune des résultantes uniques lorsqu'on y remplace Q par l'une des 
valeurs tirées des équations (33). Cherchons Tintersection de cetle 
droite avec le plan 

(35) SSxî\ = o, 

qui est, dans la nouvelle situation du corps, le plan de Tune des focales 
de Minding. 

Les deux dernières équations ci-dessus peuvent se mettre sous la 
forme 

ou, en développant et tenant compte de l'équation ( 35), 
®R^i, i\ SSxi\ = a2SSi\ i2 — «I ^îi Ï21 
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OU, en élevant au carré et tenant compte de l'équation ( 34 )• 



d'où enfin 



yi _ /»t 



\ (tR)^ 



O, 



équation de la focale (3 1 ). 

On démontrerait de même que les résultantes uniques rencontrent 
toutes la focale située dans le plan 

^xi'3 = o. 

Enfin, on voit sans peine que les plans tangents aux focales aux deux 
points où elles sont coupées par une droite sont rectangulaires. 
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de manière à obtenir avec une surface donnée le contact de l'ordre le 
plus élevé possible. » 

Le nombre des conditions à vérifier pour une osculation d'ordre /i**'*"'^ 

est — — ^-^ -i le nombre des coefficients disponibles dans l'équa- 

tion générale d une surface de degré m est ^^ ^ — i . 

Par conséquent, une surface de degré m n'est osculatrice en un point 
arbitraire d'une surface donnée que dans les cas où l'on peut trouver 
un nombre entier et positif n propre à vérifier l'équation 

(/w -h i)(m -f- 2')(m -h 3) (/i -f-i)(/i -h 2) 

_ : I :=: y 

6 2 

(i) m'-h6/n^-hiim = 3(n -h i)(/i -h 2). 

Quand cette condition n'est pas vérifiée, on peut encore, dans cer- 
tains cas, déterminer une surface de degré m osculatrice en certains 
points d'une surface donnée, en disposant d'une ou de deux coordon- 
nées du point de contact, de manière à vérifier une ou deux équations 
de condition ; si l'on ne dispose que d'une seule coordonnée, la surface 
de degré m peut être osculatrice en tous les points d'une ligne tracée 
sur la surface donnée; si l'on dispose de deux coordonnées, la surface 
de degré m ne peut être osculatrice qu'en des points déterminés. L'équa- 
tion à vérifier est 

{*i) /^^*-^-6m^-hlI77^-f-6 = 3(/^-hI)(/^-l-2) 

dans le premier cas, et 

(3) m^-4- 6/n^-4- ii/7H-i2 = 3(/iH-i)(/i-i-2) 

dans le second. Nous nous bornerons à discuter l'équation (i). 

3. Pour chaque valeur du nombre n qui exprime Tordre d'oscula- 
tion, il ne peut y avoir qu'une seule valeur du degré m de la surface 
osculatrice, et ce degré croît avec l'ordre du contact. On déduit en 
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efTet de l'équation (i) 

3(7n H- i)^ = {m^-h 6/w*^ -h iim) -h 2m^-f- 3m^— 27w -h 3 

m-hl>v(/^-M)(/^4-2). 

Toutefois le degi'é de la surface croît moins rapidement que Tordre 
d'osculation. Pour m = i, on trouve /i = i Le plan peut donc avoir 
une osculation du premier ordre en un point quelconque d'une sur- 
face donnée. Pour m = a, l'équation (i) est impossible en nombres 
entiers, mais on vérifie l'équation (2) en faisant /i = 3. Ainsi une sur- 
face du second degré ne peut pas être osculatrice en un point arbitraire 
d'une surface donnée, mais elle peut le devenir en des points dont les 
coordonnées satisfont à une équation de condition. Pour /n = 3, les 
équations (1) et (2) sont impossibles, mais on satisfait à l'équation (3) 
en prenant n = 5. On conclut de là qu'une surface du troisième ordre 
ne peut être osculatrice à une surface donnée qu'en des points dont les 
coordonnées vérifient deux équations de condition; l'osculation est 
alors du cinquième ordre. On trouve de même qu'une surface du qua- 
trième degré ne peut être osculatrice qu'en des points dont les coor- 
données vérifient deux équations de condition, et que l'osculation est 
du septième ordre. Enfin, en faisant /w = 5, on trouve que l'équa- 
tion (i) est résolue par la valeur n = 9. C'est, avec le plan osculateur, 
la seule solution connue de notre problème. Il aurait fallu poursuivre 
ces essais jusqu'à la valeur m = 20 pour trouver une nouvelle solution ; 
on aurait vu que l'équation (i) est vérifiée lorsqu'on y fait m = 20, 
n = 5S. On pourrait, par des essais successifs, trouver toutes les solu- 
tions en nombres inférieurs à une limite assignée, mais les calculs 
seraient fastidieux si cette limite était tant soit peu élevée. Nous verrons 
plus loin qu'on peut parvenir au même résultat par une méthode beau- 
coup plus expéditive. Mais, avant d'aborder cette question, nous éta- 
blirons quelques théorèmes généraux sur les diverses formes (|ue le 
nombre m peut affecter. 
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I. 

4. En écrivant l'équation (i) sous la forme 

(i) /7?[(/7H-3)*4-2] = 3{n-h\)[n-h2), 

on voit que tous les facteurs premiers impairs de n-hi et de n -h 2 
qui ne sont pas diviseurs de m sont de Tune des deux formes 8/ -h 1, 
8/ -f- 3, puisque — 2 en est résidu quadratique. Si m est impair, le pro- 
duit (n -h i)(/i -h 2) est impairement pair; si m est pair, le quotient 

{n-hi){n-h9i) ^. 
— est impair. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que m est premier avec 3 ou 
multiple de 3. Dans le premier cas, nous poserons m = hk, en désignant 
par h le plus grand diviseur commun des deux nombres m et n -h 1, 
par k celui de m et n -h- 2. Nous déduirons de Téquation (i) 

(4) (M4- 3r 4-2 = 3^ ^ = 3/,y, 

en désignant par/> et q les deux quotients — r — » — r— ■• Ces deux quo- 
tients sont des nombres entiers dont tous les facteurs premiers sont de 
Tune des deux formes 8^-1-1, Sx -h 3. 

Si le nombre m est multiple de 3, nous posons m = Zhk^ h désignant 

le plus grand diviseur commun de -^ et de /i -h i, ^ celui de -, et de 
71-^-2; puis nous déduisons de Téquation (i) 

(3) ç^^hk^\y^2 = —^ — v^Pi- 

Dans les deux cas, les quatre nombres h, k^ p et q sont liés entre 
eux par la relation 

(6) kq-'hp=i. 

Au moyen de ces formules nous démontrerons que les valeurs de m 
propres à vérifier l'équation (i) ne peuvent être ni des nombres pre- 
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positifs. Si donc Téquation (7) est possible, les valeurs dep vérifient la 
condiion 

1 1 -h 3/?> o. 

Les valeurs de p comprises entre —^ei -^ sont ±12, ±3, car, si 
Ton suppose y» = =fc i , les racines de l'équation (7) sont imaginaires. 
Soit /> = — 2. L'équation (7) devient A' — 6A -h 5 = o, et Ton en 
déduit 

Si Ton prend /? = 2, les valeurs de h sont irrationnelles. Il en est de 
même pour/? = — 3; mais, en faisant/) = 3, on obtient l'équation 



21 



A H- 20 = o, 



dont les racines sont 20 et i . 

Nous trouvons ainsi trois solutions de notre problème : m = i, 5 
et 20. Comme, pour les deux premières, la valeur de p est négative, — 2, 
nous devons déterminer la valeur correspondante de n par la formule 
/i H- I = — A/? = 2A, ce qui donne n = i pour A = i et n=^ çf pour 
A — 5. Ces deux solutions (/n = i,/i = i;m=5, ^ = 9) sont connues. 
]ji troisième [m = 20) me semble nouvelle. Comme elle correspond à 
une valeur positive de />, on doit déterminer la valeur correspon- 
dante de n au moyen de la formule wH-2 = A/>; on trouve ainsi 
71 = 20 X 3 — 2 = 58. 

Il nous reste à examiner si l'équation (7) est possible en supposant 
/?>3. Les deux racines étant alors positives, désignons-les par h et 
par /; elles vérifieront les deux relations 

A-h/=3(/>^-2), A/= 114-3/?. 

Comme la racine entière A divise le dernier terme 1 1 -h 3/?, l'autre 
racine / est aussi un nombre entier. Or les deux nombres h et l étant 
entiers et positifs, on a évidemment 2A/> h -h /; donc 

6/> -f- 22 > 3/?' - 6, 3p^ - 6/? - 28 < o. 
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de sorte que, Tautre facteur étant désigné parc, les trois nombres /i, 
ç, h doivent vérifier les deux équations 

hp — q = zti^ (3A-+-3)*-f- 2 =pq=p{hpzjfz i). 

Comme dans le cas précédent, on peut ne conserver que le signe supé- 
rieur, en convenant d'accepter les valeurs négatives de pet de déter- 
miner n par la formule n + 2=ph si p est positif, et par la formule 
n-h i = —ph sip est négatif. Sous cette restriclion, nous n'avons plus 
qu'à chercher les solutions en nombres entiers de l'équation 

(8) c)A^-(/>^-i8)A-f-ii-f-/> = o. 

On ne peut pas supposer /> -4- 1 1 < o, car, en posant dans cette 
hypothèse/? — --y»<, />| serait un nombre entier et positif. Comme le 
nombre h est positif et diviseur de /> -f- 1 1 = — (y»| — 1 1), on ferait 
Pi -^ Il = hl, l désignant un quotient entier et positif, et Ton déduirait 
de la formule ( 8 ) 

gh - /=/)? - 18, 9^/= gp, - 99 == /(/)? - 18 -f- /). 

Comme / est entier et positif, on déduirait de la dernière formule 

/>î-i8<9/>,-99, (;,,-f)^^-8i(i~|)<o, 

ce qui est évidemment impossible. 

La somme/? -f- 1 1 est donc positive. Soit donc/? -h i i = A/; le nombre / 
est entier et positif; de plus, l'équation (8) divisée par A donne 

9^-+-/=/?^— 18. 

Si Ion suppose /= 1, on déduit des deux formules précédentes, 
9^=/,»- 19 .= 9/, -h 99, 

Z'" — 97^- ïï8 = o. 
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Relativement a la question géométrique proposée, nous avons ce 
théorème : 

III. Aucune surface de degré triple d'un nombre premier ou d'une 
puissance de nombre premier ne peut être osculatrice en un point arbitrait e 
d'une sur/ace donnée. 

7. 1.e facteur commun du nombre m et de l'un des deux nombres n-f-i 
ou /i -f- 2 peut-il être une puissance de 2? La solution de cette question 
renferme implicitement celle de la question suivante : le nombre m 
qui satisfait à l'équation (i) peut-il être de la forme 2^ A*, A désignant 
un nombre premier impair? Car, sim = 2^ A* et que m ne soit pas 
premier avec l'un des deux fadeurs « -4- 1 , /i -f- 2, le nombre 2^ sera 
le plus grand diviseur de m et de l'un des deux nombres //-i-i, 
// -h 2. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que m sera premier avec S-oii 
multiple de 3. Dans le premier cas, on aura les équations 

( 2^A -h 3)^ H- 2 = 3/?^, n -h î = 2^/7, n -h 2 = hq, 

ou bien 

/i -f- I = hq^ H -{- 1^= 1} p. 

L'élimination du nombre n donne l'une des deux équations 

hq — 2^/? = ±: I . 

Multipliant celte équation par 3^ et remplaçant ipq par l'expression 
donnée dans la première formule, on a l'équation 

(9) 2»^A^ - ^q^ - 2^^^*)A -h 1 1 . 2^ di 3^ = o. 

Soit d'abord X = 1 . L'équation à résoudre devient 
(A) 8A^ - 3(y^ - 8)A -H 22 ± 3y =r o. 

I** Si 22 ± Zq est > o, comme le nombre h doit être diviseur du 
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dernier terme, nous poserons 

[a] 22 ±: 3y — A/, 

(le sorte que l'équation ( A ), divisée par A, donnera 

'7/ 8/^-f-/== 3^^-24. 

Le nombre /est entier et positif; on déduit de Téquation {a) qu'il est 
premier avec 3 et de Téquation {b) qu'il est de la forme 8| -i- 3. D'ail- 
leurs, le nombre h est un nombre impair supérieur à 3. Le produit hl 
est donc supérieur à la somme 8 A -h /, de sorte que Ton a 

22 it 3^^ > 3y^ — 24, 3y* zp 3y — 46 < o. 

La valeur de ±q doit donc être comprise entre les deux racines du 

trinôme o:^— â? — ^> et par conséquent entre les deux nombres 3 et 

— 2. Mais l'équation {b) exige que q^ soit >8. L'équation (A) est donc 
impossible dans l'hypothèse admise. 

2*^ Soit 22 dz 3^ < o, ce qui exige qu'on prenne le signe inférieur et 
([ue l'on ait 3q > 22. Posons 3^— 22 = A/; l'équation (A), divisée 
))ar hj donne 

8A-/-.3^^-24. 

r>es deux nombres A et / sont entiers et positifs, et l'on déduit de la 
dernière équation que le nombre / est de la forme 8|-l-5. Enfin de 

r hypothèse ^> y on conclut 

?'>49, Sh-l>o et 8A-/<8A<2//i. 

On a donc 

3y=^- 24 <65r- 44, 3(^-i)-^+i7<o, 

ce qui est évidemment impossible. Ainsi, quel que soit le signe adopté 

Joitr/i. de Math, (3« série), tome VII.— Mars i88i. ' ' 
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dans l'équation (A), il est impossible de la vérifier par des valeurs 
entières et positives de h et de p. Donc : 

I. U équation (i) n admet aucune solution où le plus grand diviseur 
(ommun de m et de run des nombres /i -i- i , n H- 2 soit égal à 2. 

Or cela aurait nécessairement lieu si le nombre m pouvait être de la 
forme 2 A*, A désignant un nombre premier supérieur a 3, car, le 
nombre m ne pouvant être premier avec aucun des deux facteurs /i-f- 1 , 
«4-2 (n® 5, 1), l'un de ces deux nombres aurait avec m le nombre 2 
comme plus grand commun diviseur. Donc : 

II. /.e degré d'une surface osculatrice en un point arbitraire dune sur- 
face donnée ne peut être égal au double d'un nombre premier supérieur 
à 3 ni au double d' une puissance d'un pareil nombre. 

8, Reprenons l'équation (9} et montrons que, si X n'est pas supérieur 
à 4, on ne peut pas supposer 1 1 . 2^ dz 3^ < o. Dans cette hypothèse, il 
faut prendre le signe inférieur et faire S^r > 1 1 . 2^. Posons 

[a) 3y— ii.2^=A/; 
l'équation (9), divisée par /i, donnera 

[b) 3y^--6.2»*^=2»U-/, 

/ désignant aussi bien que h un nombre entier et positif. On déduit de 
la dernière formule que l doit être de la forme 8 a: -f- 5 et de l'équa- 
tion (a) que ce nombre est premier avec 3. 

En multipliant l'équation (a) par 3^^ -h 1 1 . 2^ et l'équation {b) par 3, 
on obtient les deux formules 

9^*— 121.2^^= A/( 2^-1- r 1,2^), 
9^^- i8.2^^=3.2«^A-3/, 

dont la comparaison donne l'inégalité 

/(3y-|-II.2^)<3.2»>, 
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dont les solutions sont données par la formule q = 2*0 ±: 21'] si l = i^ 
et par la formule q = 2*0 ±: 209 si /= 29. Mais, comme le nombre q 
ne peut être de la forme 807-1-7, on doit exclure les signes infé- 
rieurs. 

On déduit aussi de Téquation {d) 

Sç'E^i 1.2* (mod. /) 

Si /= 1 3, on en déduit 

q=u*0-h2\']^-^.\i (mod. i3), 
0= i3|-h6. 
Si /= 29, on a 

3q = 2*30 -h 627 ^=17 1 1 . 16 (mod. 29), 
= 2g^-{-5. 

Enfin^ comme la somme des trois derniers termes de l'équation {d 
est positive, il faut que la somme des deux autres soit négative, ce qui 
exige que Ton ait 

/ly<2'*, /(2^5 -i- a)< 2*^ (a — 217, 209). 

On a donc a fortiori 

et, par conséquent, C < 2 si /= i3, 5 < i si /= 29. Or cela est impos- 
sible, puisque ne peut être inférieur à 3. Ainsi, dans les deux cas 
énoncés, l'équation (rf) n'admet pas de solution entière, ce qui justifie 
la conclusion du numéro précédent. 

10. Examinons si l'équation (9) peut élre résolue en supposant 
1 1 . 2^ ±1 y > o. Nous ferons 

[a) J 1.2^ ±:3q = hl, 
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et nous déduirons de Téquation (9), divisée par A, 

On conclut de la dernière formule que / est de la forme Sa? -h 3. 
On ne peut pas prendre le signe inférieur dans l'équation (a), car 

avec ce signe on devrait vérifier l'inégalité q < ~T~' Mais on déduit 
de l'équation {b) 

9>''y—3—' 

de sorte que le nombre q serait compris entre les deux limites 
ce qui exige, avant tout, que l'on ait 

2^ A -h 6 < -y-) 2^A<-j-. 

Comme le nombre A ne peut être inférieur à 5, il faut que X soit 
inférieur à 3. Soit X — i. Puisque l'on a A>5, 2A-+-G>i6, et Ton 
déduit de la formule (c) 

/K?<ï<8. 

I>e nombre q devrait donc être égal à l'un des deux nombres 5 ou 7, 
ce qui est impossible, puisque — 2 est résidu quadratique de q. 
Soit X = 2. On aura 

2^A-h6!26, 
et la formule {c) donnera 

Le seul nombre impair compris entre ces deux limites est i3; or, 
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— 2 n'étant pas résidu quadratique de i3, la valeur y = i3 est inac- 
ceptable. 

Ainsi, quelle que soit la valeur de X, on doit prendre le signe supé- 
rieur dans les équations (9) et (a). 

I/éliminalion de q entre les deux équations (a) et [b) donne 

Â^/^- 22.2^/4- io3.2*^~2»^3Â- 3/= o. 

Nous déduisons immédiatement de cette équation qu'on ne peut pas 
supposer /<2*^^', car, dans cette hypothèse, il faut que les deux 
racines de l'équation en /soient de même signe, sans quoi on aurait 

2^^^» > / > 22. 2^Â -H 3, A < ^ ' 

ce qui est impossible, X étant inférieur à 5 et A supérieur à 5. Or, si 
les deux racines de l'équation en /sont positives, on a 



SiX > 2, on a 






*<f <5. 



ce qui est impossible. Si X = 2, A est < 9; enfin si X = 1 , A est < 18. 
Comme le nombre h est au moins égal à 5 et premier avec 3, il n'a 
que l'une des valeurs 5, 7 si X = ^ et l'une des valeurs 5, 7, j 1, i3 
et 1 7 si X = I . Or, on reconnaît aisément que ces valeurs sont inadmis- 
sibles. En effet, prenons l'équation (9) sous la forme 

{e) 3( V -Ç) = ^'[{^^^ -^ ^Y -^ 2]; 

en y faisant X =: 2 et A = 5 ou 7, on obtient les deux équations 
5q^ — q=z/^.3.5c), 7^^—9 = 4.3.107, 

qui ne peuvent être vérifiées en nombres entiers. De même, si Ton fait 
X = I dans Téquation [e) et qu'on y substitue les valeurs 5, 7, 1 1, i3 
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et 1 7 de A, oil trouve 

5^^-^ = 2.3.19, -jq^-q^ 2.97, 
I iq^ — q :=^ 2.209, I'iq^ ~- ç = a 281, 

nf ^V "^ i.457. 

Or, ou constate saus peine Tinipossibilité de ces equations eu 
nombres entiers; comme 97, 281, 457 sont des nombres premiers (*l 
cjue q doit être impair, ce nombre ne pourrait recevoir que Tune des 
deux valeurs i ou 97 dans la seconde équation, Tune des valeurs i 
ou 281 dans la quatrième et l'une des valeurs i ou 457 dans la der- 
nière, ce qui est manifestement impossible. Dans la troisième équation, 
q devrait être multiple de 1 1 ; on aurait donc 

1217;— y, =^ 2.19, 

ce qui est impossible. Enfin, dans la première équation, on ne peut 
donner à q que l'une des deux valeurs 3 ou 19, et l'on reconnaît im- 
médiatement que ces valeurs ne vérifient pas l'équation. 

Si donc Téquation (9) est possible, on doit supposer /> 2^^^*. Or, 
dans ce cas, 2'(i 1.2^4- 3y) = 2^ /A > 2. 2'^ A; si donc /< 2*^ A, on a 

2^lh > 2»U -f- A 

et, si /> 2'^A, on a a fortiori 

2VA>2/>2»Vi-h/. 

La comparaison des deux formules (a) et (6) donne donc 

1 1. 2^*^-1- 3.2^y <; 37*— 6. 2^^, 3y'— 3.2^y — 2^^\ 17 < o 
Cette inégalité peut s'écrire 
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et Ton en déduit 

y<2>-'(,+y/7^j,<3.2\ 

D'ailleurs on déduit de la formule {b), en ayant égard à l'inégalité 
I.e nombre q est donc compris entre les deux limites 



ce qui exige, avant tout, que Ton ait 

7-^2'^A<27, A<5- 

Comme le nombre h ne peut être inférieur à 5, il faut que X soit 
égal à I . Dans ce cas, le nombre q doit être compris entre 4 ^t 6, 
c'est-à-dire qu'il doit être égal à 5. Mais cette valeur est inadmissible, 
parce que — a est résidu quadratique de q. Ainsi, dans toute hypo- 
thèse, l'équation (q) est impossible lorsque l'exposant X est inférieur 
à 5. 

H. Le résultat obtenu dans les quatre numéros précédents peut 
s'énoncer de la manière suivante : 

1. Parmi tes valeurs de m propres à vérifier l'équation (i), il nen est 
aucune qui soil première avec 3 et dont le plus grand diviseur commun 
avec l'un des deux nombres n -f- 1 , /i -h 2 soit égala 2, 4» 8 ou iG. 

En réunissant cetle conclusion avec le théorème I du n" 5, on 
reconnaît que les formules 2 A*, 8 A*, 16 A* ne renferment aucune 
valeur de m propre à vérifier Téquation (1) et que la formule 4 A" n'en 
renferme qu'une seule, m = 20. En effet, le nombre m étant diviseur 
du produit (/i -f- 1) (/i -4- 2), dont les facteurs sonl premiers entre eux, 
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il faut OU bien qu'il divise Tun des facteurs et qu'il soit premier avec 
l'autre, oubien qu'il se décompose en deux facteurs premiers entre eux. 
Dans le premier cas, il résulte des n®* 5 et 6 que le nombre m ne peut 
avoir que l'une des trois valeurs i, 5 et 20; dans le second, il est im- 
possible qu'il soit de la forme 2^ A*, X désignant un nombre inférieur 
à 5 et A un nombre premier supérieur à 3, car alors il ne pourrait se 
décomposer que d'une seule manière en deux facteurs premiers entre 
eux, et 2^ serait le plus grand diviseur de m et de l'un des deux 
nombres n -l- c , /H- 2, ce qui a été démontré impossible. Donc : 

11. Si Von désigne par A un nombre premier supérieur à 3, par a un 
exposant entier et positifs les trois formules 2 A", 8 A*, iG A* ne renferment 
aucune valeur de m propre à vérifier l équation (i). 

HT. La seule valeur de m, propre à vérifier V équation (i), qui soit ren- 
fermée dans la formule ^A^, est m = 20. 

Relativement au problème géométrique proposé, nous concluons 
que : 

IV. Parmi les surfaces que l'on peut rendre osculatrices en un point 
arbitraire d'une surface donnée, celle du vingtième ordre est la seule dont 
le degré soit égal au produit d'une puissance d'un nombre premier supé- 
rieur à 3, multipliée par l'un des nombres 2, 4> 8 0£^ 16. 

12. Si le nombre m est de la forme 3, 2^ A, h désignant un nombre 
impair, et si le plus grand diviseur commun de m et de l'un des deux 
nombres /i -f- r, w -h 2 est égal à a^, l'équation (5) devient 

9(2>«A-f-i)^-f-2=^ ^^> l=pq, 

et donne lieu à l'une des deux décompositions suivantes : 

n -f- I = 2^y, 71-+- 2 = hpj hp — 2^5r = I , 
n -f- I = Ap, /i-f- a = 2^ y, hp — 2^y = — i . 

Le problème de trouver les valeurs de m divisibles par 3 qui véri- 
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fient Féquation ( i ), de manière que le plus grand diviseur commun de m 
et de l'un des deux nombres /i -f-i , n 4- 2 soit 2\ revient donc à ré- 
soudre en nombres entiers et positifs le système des deux équations 

hp — 2^q = ±i^ /?y = 9(a^A -M)*-h 2; 

c'est ce que nous allons faire, en nous bornant aux valeurs i , a et 3 
deX. 

En multipliant la première équation par p et remplaçant pq par sa 
valeur en fonction de A, nous trouvons 

(10) 9.2»^A^-(;}'^— i8.2^^)A-f-(ii.2^it/i) = o. 

Nous devons distinguer deux cas, suivant que le dernier terme de 
cette équation est positif ou négatif. 

I ® Soit d'abord 1 1 . 2^ ± /) < o, ce qui exige que l'on prenne le signe 
inférieur et qu'on suppose /> > 1 1 . 2^. Comme le nombre h doit être 
diviseur du dernier terme, nous aurons, en désignant par / un nombre 
entier et positif, 

[a] /!-— if.2^== A/, 

(*) 9.2'^A- / = /!*- 18. 2*\ 

Nous concluons de l'équation [b) que le nombre/ doit vérifier les 
deux congruences 

l^ — p^ (mod. 8), l^ — p^ (mod. 9), 

et que, par conséquent, il est de la forme 24^ -t- 23. Si, après avoir 
multiplié l'équation [a] par/5-h 11.2^, on la combine avec l'équation (A), 
on trouve 

- io3 . 2^^= A [l{p -h 1 1 . 2^) -9.2'^] -h /, 

et l'on en conclut, en ayant égard à l'hypothèse/? > 1 1 . 2^, 

^ Il 
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Si >. = I OU 2, le nombre / doit être inférieur à 23, ce qui est 
impossible. Si X = 3, /est < 32 ; or, la seule valeur inférieure à cette 
limite qui soit renfermée dans Ja formule 24^? -h 23 est 7 = 23. Faisant 
donc X =^ 3 et / = 23 dans les équations (a) et (6), et éliminant p^ on 
obtient l'équation 

529A*- iG.35A -4- io3.2«4- 23 = o, 

d'où Ton déduit 

, ^ 16.35 
^ 029 ^ 

Comme le nombre h ne peut être inférieur à 3, nous concluons que 
l'hypothèse est impossible. 

15. Soit donc i i.2^zh/? = A/> o. Nous déduisons de l'équation (10) 

a) îî.2^àzp = hlj 

ib) 9.2^^A-+-/ = /?^-i8.2^\ 

I^a dernière formule exige que / soit résidu quadratique de 8 et de 3 
et que, conséquemment, il soit de la forme 2/10? -h i . 

Ou ne peut pas supposer A = 1 , parce que le nombre m serait alors 
premier avec l'un des deux nombres /i -h î, n-h 2, contrairement au 
théorème I du n** 6. On ne peut pas non plus prendre A = 3, car, en 
éliminant /9 entre les équations {a) et (6), on aurait l'équation 

9/» - (66.2^-4- i)/-f- 2»''^(io3 - 27.2^) = 0, 

dont l'impossibilité se constate aisément de la manière suivante. Ix^ 
nombre / compris dans la formule 24^ -4- i doit diviser io3 — 27. 2^. 
Or, en faisant X = i, 2 et 3, on trouve que ce dernier nombre est égal 
à 49» — 5, — 1 1 3 ; comme aucun de ces nombres n'admet de diviseui* 
de la forme voulue 24^ -H i autre que i, on devrait prendre /= i, et 
l'on reconnaît aisément que cette valeur ne satisfait pas à l'équation, 

Ain.si, le nombre A ne peut pas être inférieur à 5. 

On ne peut pas supposer / > 9 . 2^^, car, en multipliant l'équation (a) 
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par 2^**"* , on aurait 

22. 2*^ ± 2^-^*/7 = 2 2^ /A > 9. 2^^A -+- /, 
22.2^^dl 2^-^*/?>/)*— l8.2^\ 

On a done 

±/?<2^(i + v/4^)<8.2\ 

D'ailleurs on déduit de l'équation (A), en ayant égard à Thypo- 
tlièse /> 9.2^^, que la valeur numérique de p doit être inférieure à 
3 . 2^ V3 -h 2^ A . On devrait donc avoir 



3.2^V3H-2^Â<8.2\ 

9(3 4-2^A)<64, 

ce qui est impossible, même en supposant >. = i, puisque le nombre h 
n'est pas inférieur à 5. 

Si donc l'équation (lo) est possible, on a 

/<9.2^\ 

On ne peut pas supposer /= i, car, en éliminant /? entre les équa- 
tions (a) et (6), on obtient la formule 

(c) A^/^- 2^^*(ii/+9.2*^-«)A-hio3.2^^-/=o, 

d'où, en supposant /= i, et en faisant successivement X = i, 2 et 3, 
on déduit 

A^— 4» 29 A 4- 3.137 = 0, 

A^— 8. 83A-h27. 6i =0, 
A*— 16.229A -h 3. 13.169 = 0. 

L'impossibilité de ces équations se reconnaît aisément, sans effectuer 
le calcul des racines. D'abord, l'une des racines ne peut pas être en- 
tière sans que l'autre le soit également. Le dernier terme de chacune 
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les deux équations 

(2)A)^— i6..)G3A-i-0ji67 = o, 

(49^)^- ÏG.827A -h 6)43 = o. 

La première n'admet pas de racine rationnelle, parce que Ton en 
déduit en même temps 

h < ' ' .. < i6> 3Â^7(mod.5), ^ = 10x4-9; 

or le dernier terme 6367 = 3 . 1 1 . 199 n'admet pas de diviseur qui vé- 
rifie en même temps ces deux conditions. I>a deuxième équation est 
éf[alement impossible, parce qu'on en déduit la congruence impossible 

A^— 2 A -f- 3 = (A — 1)^-4- 2^=0 (mod. .)). 

En joignant ce résultat à celui du numéro précédent, nous sommes 
en droit de conclure que l'équation (10) est impossible en nombres 
entiers. Donc : 

I. Parmi les valeurs de m qui satisfont à V équation (i), il nen est 
aucune qui soit multiple de 3 et dont le plus grand diviseur commun avec 
run des nombres n -f- 1 , n -f- 2 soit égal à 2, 4 ou 8. 

C/est cependant ce qui aurait lieu si l'équation (1) admettait quelque 
solution de la forme 3. 2^ A*, A désignant un nombre premier impair, 
a un exposant entier et positif, X l'un des trois nombres i, 2 ou 3, car 

le produit (n -f- i)(n -f- 2) étant divisible par -^ = -^-^"^^^^^^ q^'^i"- 

cun des deux facteurs soit premier avec m {n^ 6), il est nécessaire 
que l'un de ces facteurs soit divisible par 2^ et Tautre par A*. Nous 
avons donc, relativement à la question géométrique proposée, le théo- 
rème suivant : 

II. Aucune des sur/aces dont k degré est compris dans iune des for- 
mules 6 A*, 12 A*, 24 A*, où A désigne un nombre premier impair et a un 
exposant entier et positif, ne peut être rendue osculatrice en un point arbi- 
traire d'une surface donnée. 
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II. 

14. En procédant d'une manière analogue, on trouvera des théo- 
rèmes semblables à ceux que nous venons d'établir, mais dans lesquels 
le facteur 2 sera remplacé par quelque facteur premier impair. Nous 
nous bornerons, sur ce sujet, aux résultats obtenus, afin de construire 
certaines formes linéaires où se trouvent renfermées toutes les solutions 
de Téquation (i), ce qui nous permettra de trouver aisément toutes les 
solutions en nombres inférieurs à une limite assignée. 

L'équation (i), multipliée par 4» peut s'écrire 

(i) f^m^+2\m' -h Vim -h 3 = 3(2n 4- 3)^ = 'iy^ 

Suivant le module 5, y^ ne peut avoir que Tune des valeurs o, i , — i ; 
le nombre m doit donc vérifier Tune des trois congruences 

/{m) = m\-h m^-j- mE^3 — 3j-:e^3, o, i. 
Or 

On doit donc exclure toutes les valeurs de m renfermées dans les 
formes linéaires 

^yx-^- (2,3,4). 

Soit m = 5ô -h i. L'équation (i), considérée suivant le module 2.5, 
donne la congruence 

4(i';ô-f-ï)-(io5 4- 0-6(55 H-i)-h3^_3j^ (mod. 25 , 
2o5=^3j^ (mod. 25). 

Cette congruence exige que y et conséquemment ô soient multiples 
de 5. Toutes les valeurs admissibles de m dans la formule 50 -h i sont 
donc de la forme 25/ H- i . Les valeurs comprises dans la formule 5ô se 
distribuent dans les cinq formes linéaires 2.5/4- (o, 5, 10, i5, 20 . 
Les valeurs de m qui satisfont à l'équation (i) sont donc toutes ren- 
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fermées dans les six formules 

(2) 2.51 -h (o, I, 5, 10, i5, 20). 

15. En réduisant l'équation (i) suivant le module 27, on trouve que 
le nombre m doit vérifier la congruence 

/{m) = ^m^—'3m^'- iom^3{y^— i) (mod 27) 
Or, on a 

y = o, 1,4, 7 (mod. 9), 3(j^— = 24,0, 9, 18 (mod. 27). 

I^s seules valeurs admissibles de m sont donc celles qui vérifient quel- 
qu'une des congruences 



Or 



/(m)^o, 9, 18, 24 (mod. 27). 
/{± i)^- 3±(4-io)=i8.3, 

/{± 2)e^— 12 dt 2(16 — 10)^0, 3, 

/{± 4)= 6±:4(54)^G,G. 
/{± 5)= 6±:5(9)^24, i5, 

/{± 7)^ x5±7(-3)^2i.9, 

/{dz 8)= 24±8(3)e^2I,0, 
/(=hio) = — 3±: lo(i2)=9, 12, 
/(diii) = — I2d=ii(i5) = i8, 12. 
/(±i3)^ 6d=i3(-9) = 24, i5. 

On voit par ce Tableau que l'on doit exclure les valeurs —1,-2, 
-h 4. — 4» — 5, 7, 8, — 10, — 1 1, — 13. De plus, parmi les valeurs de 
la forme 3/, on doit exclure celles qui ne vérifient pas la congruence 

— 30/^3(7^—1)^0,9,18,24 (mod. 27), 
— /^o, 3, 6, 8 (mod. 9). 



Digitized by VnOOÇlC 



SUR LES SURFJkCES OSCULATRICES. 97 

Les seules valeurs de / qui vérifient quelqu'une de ces conditions 
entre o et 9 sont o, i, 3, 6; on doit donc exclure les valeurs 2, 4» 5, 
7 et 8 de /, et par conséquent les valeurs 6, 1 2, i5, 21 , 24 de m. Toutes 
les valeurs possibles de m sont donc comprises dans les formules 

(3) 27/-f-(o, I, 2, 3, 5, 9, 10, II, i3, 18, 19, 20). 

16. En combinant les formules (2) et (3), nous trouvons 72 pro- 
gressions arithmétiques, dont la raison est 675, et dans lesquelles sont 
renfermées toutes les valeurs de m qui satisfont au problème proposé. 
Pour les construire, nous avons d'abord à résoudre Téquation indéter- 
minée 

\a) 25^0— 2770= ï. 

On trouve aisément la solution a^o = i3, jo = '^- Or, si Ton désigne 
par a Tun des six nombres o, i, 5, 10, i5, 20 et par ^ l'un des douze 
nombres qui figurent dans la parenthèse de la formule (3), nous devons 
résoudre l'équation 

[h) 2.5 X — 27J = |3 — a, 

afin de faire accorder les deux formes du nombre m : 

m = 2.5x -h a= 27J -f- 13. 

Pour cela, multiplions l'équation (a) par (/3 — a) et comparons le 
résultat avec Téquation (fe); nous reconnaissons que cette dernière 
équation est résolue d'une manière générale par les formules 

œ= 27X-f- i3(jS — a), j= 25X-h i2(j3 — a); 

par conséquent toutes les solutions de notre problème sont renfermées 
dans la formule 

(c) m = 675Xh- 2.>.i3(/2 — a) -f- a. 

Si nous voulons obtenir toutes les valeurs positives de m sans 
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attribuer à X des valeurs négatives, nous devons réduire le produit 
i3(j3 — a) à son résidu minimum positif suivant le module 27. Pour 
simplifier cette réduction, nous formons le Tableau des résidus des 
vingt-six premiers multiples de i3, en écrivant chaque résidu au-des- 
sous du multiplicateur correspondant : 



1 


2 


3 


4 


) 


G 


7 


8 


9 


10 


i3 


26 


12 


2.5 


1 1 


24 


10 


23 


9 


22 


II 


12 


i3 


i4 


13 


16 


17 


18 


19 


20 


8 


21 


7 


20 


6 


•9 




18 


4 


17 


21 


22 


23 


24 


23 


26 










3 


iG 


2 


I.) 


I 


14. 











Nous obtiendrons les formules cherchées en prenant dans ce Ta- 
bleau le résidu du produit i3(]3 — a) au-dessous du nombre auquel se 
réduit le facteur |3 — a suivant le module 27. Nous partagerons ces 
formules en six groupes, correspondant chacun à l'une des valeurs 
de a. 



I" a =r o : 



/3 — a = /5 = o, î, 2, 3, 5,9,10,11,13,18,19,20, 
i3(|3 — a)^o, i3, 26, 12, II, 9, 22, 8, 7,18, 4,17. 

I. m = 67JX -+- 2j(o, 4» 7f 8, 9, II, 12, i3, 17, 18, 22, 26). 

2*^ a = I : 

/3 — 1=7326,0, I, 2, 4. 8,9,10,12,17,18,19, 
ï3(|3 — i)^:^ i4» o, i3, 26, 25, 23, 9, 22, 21, 5, 18, 4- 

II. m= G75X -+- 25(o, 4» 5, 9, i3, i4, 18, 21, 22, 23, 25, 26)-+- 1. 

3*> a = 5 : 

]3 — 5^f=22, 23, 24, 25, o, 4» 5, 6, 8, i3, i4, i5, 
i3(i3 — 5)i^ 16, 2, i5, 1,0,25,11,24,23, 7,20, 6. 

III. m = 675X -h 25(o, I, 2, 6, 7, II, i5, 16, 20, 23, 24, 25) -f- 5. 
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I — y^ ne peut avoir que Tune des valeurs i, o, 6, 4> ce ^wi exclut les 
valeurs 5 et 2. On doit donc rejeter les valeurs de m pour lesquelles 
f[jn) se réduit à l'un des nombres 2 ou 5 suivant le module 7, c'est-à- 
dire toutes les valeurs comprises dans les formules 

7a?-h(2, 3). 

18, Suivant le module ii, l'équation (i) multipliée par 3 donne la 
congruence 

/{m) =i=m' -f- 6m^^2(i — y^). 
Or on a 

j2=o, I, 3, 4, 5, 9, 2(1— j^)=o, 2, 5. 6, 3, 7 (mod. 11). 

On doit donc rejeter les valeurs de m, pour lesquelles* le résidu de 
/"(m), suivant le module 1 1, est l'un des nombres i, 4f 8, 9 et 10. Or 

/(±i)= 6it:i= 7, 5, 

/(dl2)= 2±:8=IO, 5, 

/(±3)= lozbS^ 4, 5, 
/(dz4) = - 3^:9^ 6,10, 
/(dz5)^ 7±4= o, 3. 

On doit donc exclure les valeurs de m renfermées dans les formules 

iia?+(2, 3, 7). 

19. On déduit de même de l'équation (i), multipliée par 3 et réduite 
suivant le module i3, que le nombre m doit vérifier la congruence 

/(/w) = 6m^-+-m(m^-2) = 4(7^- i) (mod. i3). 

Les résidus quadratiques de i3 étant o, i, 3, 4f 9» 10, 12, les valeurs 
possibles de [\y^ — 4 sont 

9, 10, 12, o, 5, 6, 8 (mod. i3). 



Digitized by VnOOÇlC 



Digitized by 



Google 



1 



102 P. PEPIN. 

On doit done rejeter toutes les valeurs de m renfermées dans les for- 
mules 

iw = i^^4-(io, 12, i4, i5, i6). 

21. Nous prendrons encore le module 23, qui nous donnera un 
grand nombre de formules d'exclusion. L'équation (i), réduite suivant 
ce module, donne la congruence 

y(/w) = 4m'4-m^— 2m^ 3/*— 3 (mod. 23). 

(^omme 3 est résidu quadratique de 23, 3y se réduit à l'un des 
nombres o, 1,2, 3, 4» 6, 8, 9, 12, i3, 16, 18 et 3j^ — 3 à l'un des 
nombres 20, 21, 22, o, i, 3, 5, 6, 9, 10, i3, i5. On doit donc rejeter 
les valeurs de m qui donnent à /{m) des valeurs équivalentes aux 
nombres 2, 4, 7, 8, ii, 12, i4, 16, 17, 18, 19 suivant le module 23. 
Or on trouve 

/{± î)=. id= 2= 3, 22, 

/(=h 2)=^ 4dz 5i^ 9, 22 

/{± 3)— 9^110:1^19,22, 
/{± 4)= iGzp 5^11, 21, 
/(± 5)^ 2± 7^ 9,18, 

/{± 6)^ l3±: I— 14, 12, 

/{± 7).^ 3ip 1^2, 4, 
/(di 8)=:~ 5± 8^ 3, 10, 
/{± 9)^ 12:1: = 12, 12, 
/(±io)— 8q= 1^9, 7, 
/(diii)= 6=fci2^~i8, 17. 

On doit donc rejeter les valeurs de m comprises dans la formule 

23a? 4- (3, 4,6, 7,9,^1, 12, i3, i4, 16, 17, 18). 

En réunissant ce résultat à ceux des numéros précédents, nous ob- 
tenons ce théorème : 

Aucune valeur de m propre à vérifier l'équaiion ( i ) nest renfermée dans 
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tune des formes linéaires 

7a:-f-(2, 3), 
Ma:-h(2, 3, 7), 
i3a?-f-(2, 6, 9, 10, II, 12), 
i7ir-f-(ïo, 12, i4, i5, i6), 
23j? -h (3, 4, 6, 7, 9, II, 12, i3, i4, 16, 17, 18). 

22. Au moyen de ces formules et d'autres semblables que l'on ob- 
tiendrait de la même manière relativement à d'autres modules premiers, 
on peut exclure le plus grand nombre des termes renfermés dans les 
six formules du n*^ 16 et trouver ainsi rapidement toutes les solutions 
de l'équation (i) en nombres inférieurs à une limite assignée. Afin de 
ne pas trop allonger ce Mémoire, nous nous contenterons de chercher 
celles de ces solutions qui sont inférieures à 67,5 et qui correspondent 
à la valeur X = o dans les formules citées. 

La formule I se réduit à 25^, le nombre k ayant les onze valeurs 4» 
5, 8, 9, II, 12, i3, 17, 18, 22, 26. On doit rejeter les termes qui vé- 
rifient Tune des congruences 4^ ^^2, 3 (mod. 7), ^r^4» 6 (mod. 7). 
Sont exclues de ce chef les valeurs ^ = 4> 1 1> i3, ï8. Il faut y joindre 
celles qui satisfont à Tune des congruences 

3A^2, 3^7 (mod. 11), A^8, 1,6 (mod. 11); 

telles sont les valeurs ^ = 8, 12 et 17. 
Après ces exclusions, il ne reste que trois valeurs de m, savoir 

25x5, 26X9, 20X26, 25X22, 

dont la première est exclue par le théorème du n^ 6, puisqu'elle est 
égale à une puissance d'un nombre premier sans se réduire à 5; les 
deux suivantes sont inadmissibles, parce qu'elles vérifient les con- 
gruences 

25 X 9^i8, 25 X 26^^=6 (mod. 23) ; 

enfin on reconnaît, par le calcul direct, que la dernière valeur, 
m = 55o, donne pour n une valeur irrationnelle. 
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Ainsi la formule 1 ne renferme, au-dessous de la limite GyS, aucune 
valeur de m propre à vérifier l'équation (i). 

23. La formule TI, lorsqu'on y faitX = o, renferme douze termes, 
dont le premier, i, est une solution de notre problème. Les autres 
sont 

25^ -f- 1, ^ =4» 5, 9, i3, i4, 18, 21, 22, 23, 25, iQ^, 

Nous devons supprimer les termes qui vérifient Tune des con- 
gruences 

4^^- 1^2, 3 (mod. 7), ^^ 2, 4 (mod. 7); 

tels sont les termes 4» 9> ï8, 23 et 25. Ajoutons-y les termes ^ =r i3, 
k == 26, car on a 

25 X i3 -H I E^7, 25 X 2G 4- 1^2 (mod. 11). 

La considération du module i3 en exclut deux autres, 5 et 21, car 
on a 

25x5 + 1^9, 25x21 -h 1^6 (mod. i3). 

Il ne reste ainsi que les deux termes 25 x i4 + i > 25 x 22 -4- i . Or 
le premier divisé par 23 donne pour reste 6 ; on doit le rejeter. Quant 
au dernier, /n = 25 x 22 -f- 1 = 55i , si on le substitue dans Téquation 

(i) m^-i-ôm^-f- iim=:3{n-hi){n-h 2), 

il donne Téquation 

/i^4-3/n-2=:55i.6.i 705 1 , 

dont les racines ne sont pas rationnelles. On en déduit, en effet, 

2/1 = db y/i -h 24.55i.i7o5i — 3; 

or le nombre soumis au signe y^se réduit à ï5 suivant le module 100; 
il ne peut être un carré, et, par conséquent, le nombre n est irrationnel. 
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tels sont k = o, 5, 12, 14. On doit rejeter encore les termes qui satis- 
font à Tune des congruences 

3^— 1^2, 3, 7 (mod. u), ^E^ I, 5, 10 (mod. 1 1), 

savoir i6 et 23. Les trois termes 4» i3, 17 sont exclus par la considé- 
ration du module i3, car on a 

'11 X 4 H- 10^ 25 X 17 H- 10^6, 25 X i3h- io^ezio (mod. i3). 

Enfin le module 17 nous oblige à supprimer deux autres termes, ^' = 9, 
k^= 22, car on a 

25 X 9-1- io^i4, 25 X 22-1- ro=^ 16 (mod. 17). 

Il ne reste ainsi qu'un seul terme, m = 25 x 18 -h 10 = 4O0. En le 
substituant dans Téquation (i), on obtient 

71^-1- 3/1 -h 2 = 4^)0.3.23819, 
2n = v^i -+- 12 .460. 23819— 3» 

et Ton constate aisément que la valeur de n est irnitionnelle. Donc la 
formule IV ne renferme aucune solution inférieure à 675. 

26. Il en est de même de la formule V, dont les termes inférieurs à 
()75 sont 

25A -+- i5, k—\,'i^ 3, 5, G, 7, II, 12, iG, 20, 2 1 , 25. 

Supprimons d'abord ceux qui vérifient Tune des congruence's 

2^ — 8 EI3 3, 4» 6, 7, 9, 1 1, 12, i3, i4, iG, 17, i8 (mod. 23), 
^=^17, G, 7, 19, 20, 21, 10, 22, 11,12, I, i3, 

savoir les sept termes ^ = 1 , G, 7, 11, 12, 20 et 21 . Ajoutons-y les trois 
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termes 2, 16, 25, qui vérifient les congruences 



2) 



X 2 4- 15^25 X 16 4-1 5 ==2, 25 X 2.54- 15^ 3 (mod. 7). 



Il ne reste que deux valeurs de m, 25 . 3 -h i5, 25 . 5 -h i5 ; mais elles 
sont inadmissibles, car, en les divisant par i3, on obtient les restes 12 
et 10 respectivement. 

27. La formule VI présente une solution connue, m = 20. Les autres 
termes, au-dessous de 675, sont 

25A -h 20, X;= I, 5, 9, 10, i4, 17, 18, 19, 21, 22, 23. 

Nous devons en exclure les termes qui vérifient quelqu'une des con- 
gruences 

— ^^6-1- 2, 6, 9,10,11,12 (mod. i3), 

^^^5, I, II, lo, 9, 8; 

tels .sont les neuf termes i, 5, 9, 10, i4» 18, 21, 22, 23. Leterme^= 17 
est exclu par la considération du module 19, car on a 

25.17-4-20^^8 (mod. 19); 

or, si Ton substitue m =:^ 8 (mod. 19) dans l'équation (i), on obtient 

3(/i 4- i)(/i-f- 2)^i5 (mod. 19), 

4(n 4-l)(/l4-2)4- I = (2W4- 3)-^:h:2, 

ce qui est impossible, puisque 2 est non-résidu quadratique de 19. 

Il ne reste ainsi qu'un seul terme, k = 19; mais il est également inad- 
missible, parce que, si l'on divise par 23 la valeur correspondante de m, 
savoir 25 x 194-20, on trouve le reste 12. Donc, parmi les solutions 
que peut renfermer la formule VI, la solution m=20 est la seule qui 
soit inférieure à 675. 
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Nous pouvons réunir les résultats obtenus dans la conclusion sui- 
vante : 

A', outre les surfaces du premier, du cinquième et du vingtième degré, il 
en existe d'autres que l*on puisse rendre osculatrices en des points arbi- 
traires d'une surface donnée, leur degré est supérieur à 673 et l'ordre de 
leur contact est supérieur à i3ooo. 
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Digression sur les séries; 
Par m. Émius WEST. 



Il nous a été fait quelques observations au sujet d'une méthode de 
Wronski dont nous avons commencé Texposition; elles se résument 
en ceci : 

Pourquoi n'avoir pas donné la démonstration de la formule (3) ? 

Que veut dire : transformation d'une série divergente en série con- 
vergente? 

Nous devons donner d'abord des explications à cet égard. On a tou- 
jours reproché à Wronski, avec raison, de n'avoir jamais donné 
d'exemples pour éclaircir et même prouver par des faits la réalité des 
découvertes qu'il avail annoncées. Pénétré de cette idée, nous nous 
sommes proposé de présenter d'abord un des résultats les plus impor- 
tants, celui de la résolution ou de l'intégration d'équations quelconques ; 
nous laissons provisoirement de côté tout ce qui se rattache trop par- 
ticulièrement aux questions de principe ou de théorie, nous réservant 
de reprendre ces questions, qui forment notre principal travail, dès 
que nous aurons présenté quelques exemples d'intégration. 

La démonstration de la formule (3) exige la connaissance de la théorie 
des séries de Wronski, théorie que nous exposerons plus lard. Nous 
ne pouvions donc, sans faire une digression qui nous eut écarté de 
notre véritable sujet, donner la démonstrjilion de la formule (3). Nous 
avons pensé que, la formule (2) étant connue depuis longtemps, il 
suffisait pour l'instant de la présenter, ainsi que la formule (3), en indi- 
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quant bien que la quantité «^, considérée jusqu*à présent comme un 
nombre arbitraire, doit encore être prise comme une fonction arbi- 
traire. C est là le point essentiel, que nous demandons au lecteur de 
vouloir bien admettre provisoirement. 

Pour ce qui concerne la deuxième observation, nous aurions dii 
expliquer le sens dans lequel nous employons l'expression de transfor- 
mation de série divergente en série convergente; mais cela nous eût 
encore fait retomber sur la théorie des séries. Sans entrer dans les 
détails et en nous tenant pour Tinstant aux exemples, voici ce que 
nous dirons : 

Il existe des transformations de séries connues depuis fort longtemps. 
M. Bertrand dans son Traité de Calcul différentiel (p. 255), dit, à 
propos d'une formule de transformation due à Euler : « I^ transfor- 
mation d'ime série divergente, lors même qu'elle donne naissance à 
une série convergente, doit être considérée comme insignifiante, à 
moins qu'une nouvelle démonstration ne vienne lui donner un sens; 
cette démonstration peut quelquefois être faite, parce que la série 
transformée et la série primitive, étant démontrées égales lorsque 
toutes deux sont convergentes, fournissent deux développements de la 
même fonction. S'il arrive ensuite que l'une d'elles devienne divergente 
pour une certaine hypothèse, l'autre, demeurant convergente, repré- 
sentera encore la fonction, justifiant en apparence ceux qui préten- 
draient que l'autre série la représente encore après être devenue 
divergente, et qui se trouveraient dans le vrai pour avoir commis la 
double erreur d'accepter une transformation qui n'est plus légitime et 
une série qui, étant divergente, ne représente plus rien, m M. Bertrand 
considère ensuite, à titre d'exemple, la série qui donne /(i — 20?). 
Nous reprendrons tout à l'heure l'exemple de séries logarithmiques. 

Ainsi il est connu que Ton peut transformer des séries divergentes 
en séries convergentes, pourvu que Ton prenne certaines précautions, 
et quand les développements sont ceux d'une même fonction. 

Cette citation suffirait, il nous semble, poiu* justifier ce que nous 
avons dit, d'autant plus que nous n'avons parlé que de séries prove- 
nant de développements de fonctions. 

Pour ce qui concerne Wronski, il faut observer qu'il n'envisage abso- 
lument que les séries définies de cette manière; quant aux séries qui 
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ne se présentent pas immédiatement comme développements de fonc- 
tions, par exemple les séries numériques, il les ramène au cas précé- 
dent, soit d'après les conditions mêmes de la question, quand cela est 
possible, soit par ime supposition purement arbitraire. Une série quel- 
conque étant alors supposée remplir une première condition reconnue 
nécessaire, il est permis de chercher un autre développement de la 
fonction que représente la série. Or la substitution d'une série à une 
autre est généralement possible, car Wronski démontre, c'est là encore 
un point essentiel, qu'un développement ne peut représenter à la fois 
deux fonctions différentes; il en résulte que deux développements d'une 
même fonction, sans même considérer leur état de convergence ou de 
divergence, sont bien équivalents. Cette équivalence peut se traduire 
par certaines relations entre les termes correspondants, lesquelles ne 
sont autres que les formules de transformation. 

Pour la transformation des séries numériques, les diverses supposi- 
tions que l'on peut faire, d'après Wronski, dans la recherche de la 
fonction hypothétique, conduiront quelquefois à un résultat unique, 
et quelquefois à des résultats différents, comme on peut le prévoir; 
nous en donnerons bientôt un exemple. 

On peut dire par abréviation qu'une série, convergente ou non, a 
généralement une valeur, qui est celle de la fonction qu'elle représente, 
tandis que, en laissant au mot somme son sens ordinaire, la somme d'une 
série ne se dira que d'une série convergente. 

Revenons à la définition des séries. La manière dont Wronski les 
envisage permet d'éviter les difficultés que l'on rencontre ordinaire- 
ment dans l'usage de cet algorithme, et ensuite de pouvoir, comme 
conséquence éminemment pratique, substituer en généi*al à un dévelop- 
pement quelconque donné un développement plus convergent. 

Examinons donc ce qui caractérise, d'une part, la définition ordi- 
naire des séries et, d'autre part, celle de Wronski. 

On donne habituellement la définition suivante : 

Une série est une suite illimitée de termes formés d'après une loi 
déterminée; elle est convergente quand la somme d'un nombre de 
termes de plus en plus grand, pris dans Tordre même de la série, tend 
vers une limite déterminée. Une série est divergente quand cette con- 
dition n'est pas remplie. 

Journ. de Math, (3* série), tome VU. — Avril 1881. î 5 
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Cette définition est insuffisante, car elle ne remplit pas les conditions 
que toute définition doit remplir; elle n'apprend rien sur la propriété 
fondamentale des séries, ou, si Ton veut, sur Torigine même des séries; 
elle n'implique à proprement parler (\n une règle de formation des séries. 
Aussi n'est-il ordinairement donné que des règles de convergence^ et les 
propriétés générales que l'on connaît sont déduites de principes étran- 
gers à la définition précédente des séries. 

La définition de Wronski est au contraire une véritable définition; 
elle contient en elle-même le principe fondamental des séries, celui 
de représenter une fonction; par suite, ce géomètre déduit de ce seul 
principe leurs propriétés générales, celles qui sont relatives à leur con- 
vergence et à leur transformation. 

Nous devons d'abord dire quelques mois sur les développements des 
fonctions considérés dans toute leur généralité, et nous prévenons 
expressément que nous ne donnons ce qui suit qu'à seul titre d'indica- 
tion. Les propositions que nous allons énoncer sont loin d'être évi- 
dentes; nous y reviendrons plus tard; en attendant, on pourra con- 
sidter la seconde Section de la Technie. 

Wronski considère deux sortes de développements des fonctions. Le 
premier offre une généralité telle, que les séries proprement dites n'en 
forment plus qu'un cas particulier, comme on va le voir. 

Ce premier développement est 

\^ol) Y{x) =AoH-A,û,(a:) -t-A2iÎ2(a7)-hA3iî,(jr)H- ... ; 

Vyx) est la fonction donnée, et iî, (^), i\{x)^ ... sont des fonctions 
généralement arbitraires. Pour effectuer leur détermination il faut 
avoir égard aux conditions du problème, mais celles-ci sont insuffi- 
santes; il faut alors recourir à d'autres conditions qui dépendent du 
but en vue duquel la question est traitée. 

Ao, A,, Aj, ... sont des coefficients qui dépendent des fonctions 
susdites. Il suit de là ime conséquence importante : une fonction com- 
porte en général un nombre indéfini de formes différentes, autrement 
dit de développements différents. 

Les relations qui existent entre les coefficients A© , A, , Aj, ... et les 
fonctions F, iî,, iîo, ... constituent ce que Wronski appelle la loi 
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suprême; les déterminations des fonctions û,, fl^, ûj, ... les mieux 
appropriées a la nature de la question constituent la méthode 
suprême. 

D'après le même géomètre, les développements en séries ne sont que 
des cas particuliers du développement précédent (a); si ^{oc) est la 
fonction à développer, en effectuant les opérations suivantes 



ainsi de suite indéfiniment, on obtient le développement que Wronski 
appelle série générale : 

(V) F(^)=Ao4-A,(p,(j?)-hA2f^(a:)yo(,T)-+-A,y,(.r)(p2(a;)93(a7)-4-.... 

Ao, A|, Aj, A3, ... sont des constantes, et(p,(^), Ç2(i»?), fsl^)» ••• 
des fonctions arbitraires de la variable x, qui néanmoins doivent satis- 
faire à la condition que les rapports 

,'j.x F,(.r) F,(.r) ¥,{x) 

I Q \ . . , , . , ... 

ne soient pas infinis pour les valeurs qui annulent les fonctions ç), [x)^ 

92(0?), Les fonctions ¥^{x)^ ^^[x)^ , . . déterminées par les fonc- 

tionsF(a?) et <p, (a?), 92(^)1 • • • sont d'ailleurs éliminées. Si Ton s'arrête 
dans la série (7) après le terme A, ^, (;r) (f^i^) ©3(^), par exemple, 
la quantité complémentaire est 

Y^[x)ff,{x)(f^[x)(f^[x), 

et la parue essentielle de ce reste, F, (a?), est une fonction qui dépend 
nécessairement de Y{x) ; ainsi la considération de la fonction F3 [x) n'est 
d'aucune utilité au point de vue théorique, puisqu'en cherchant à 
l'évaluer on ne peut que retomber sur la question même. 
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I^s relations qui existent entre les coefficients A et les fonctions ¥ 
et y constituent la loi des séries; ainsi qu'on le verra plus tard, ces coef- 
ficients contiennent les différences ou les différentielles de tous les 
ordres des fonctions F et y; par suite, la série, étant supposée repré- 
senter la fonction F(j?), doit contenir les différences ou les différen- 
tielles de tous les ordres de la fonction proposée; c'est pour cette 
raison que Ton ne peut substituer à une série qui contient un nombre 
indéfini de termes un nombre fini de termes accompagnés d'une quan- 
tité complémentaire, autrement dit un polynôme algébrique suivi 
d'une autre fonction. 

Par là même que les termes d'une série sont des fonctions détermi- 
nées des dérivées des fonctions F et y, on ne peut en principe changer 
l'ordre des termes de la série sans la modifier entièrement; il est évi- 
dent que cette remarque s'étend aussi aux séries numériques. 

Sous la forme donnée (y), les coefficients A©, A,, Aj, . . . deviennent 
indéterminés quand les fonctions y<, 92» ^a» •• deviennent idenliques; 
c'est pourquoi Wronski substitue à (7) la forme suivante, qui n'offre pas 
cet inconvénient : 

^'^ \ ^A,,f{x,n,b, ...)^!^.'.?.-^-... 

Nous employons ici la notation ties facultés algorithmiques^ qui sont 
définies par la relation 

<^Y } =?{oo,a,h )^(.r-^?,tf + «,^-^/5, ...) 

X9[a7-f-(/i- r)|,a-f-(//- i)«, A-f-(,/_ c)/3, ...]. 

Il ne reste plus qu'une fonction arbitraire y, que Wronski nomme 
mesure de la série, mais il entre dans cette fonction un nombre indé- 
fini de paramètres arbitraires ri, A, . . ., ainsi que leurs accroissements 
x, jS, . . . 

Maintenant considérons le cas particulier dans lequel les paramètres 
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Si Ton considère maintenant une série numérique, elle provient ou 
d'une série contenant une variable (ou plusieurs) à laquelle on donne 
une valeur particulière, ou bien elle est formée directement par une 
suite de nombres donnés par une certaine loi. 

Dans ce dernier cas, si la série est divergente, c'est-à-dire si Ton ne 
peut faire la sommation des termes, il n'y a rien à en tirer sans une 
supposition particulière. Si l'on admet alors qu'une telle suite puisse 
provenir d'une série contenant une variable, il se présente la question 
de recherclier quelle est la fonction qu'elle peut représenter; il y a 
quelquefois utilité à le faire; on peut alors, d'après l'hypothèse, 
Kubstiluer à une série numérique une autre qui lui sera équivalente. 

Il nous reste donc à examiner comment on peut passer d'une série 
à une autre équivalente. Soit donnée la série 

i-O) F(a:) = 31. + %J{X) -h 3l,/(^)"« -H 5l,/(^)"« -H . . . . 

Wronski trouve que dans la série par hypothèse équivalente 

la fonction arbitraire (p{x) peut se ramener k quatre types différents, 
qu'il nomme se ftémns de convergence. Le plus usuel est de la forme 

.r a n ( .r — a\ 

OU > 

n -\- X n -h a n -^ a \n -\- x / 

n et a étant des constantes arbitraires. Prenons pour exemple le cas le 
plus simple, celui où la série (ô) se réduit à la série de Taylor, savoir 

la série équivalente sera, en faisant f {x) = > 

ity F(j? =Ao^-A,— -— 4-AJ — — - ) 4-A3 — — ■ H ; 
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les relations entre les coefficients ^ et A seront 

^,(«-Ha) = A,, 
j3t2(«-H/'?)^= Ao — A^, 
^ 513(aî -f-r/)^=: As — siAa-f- A,, 



i 



( ;a — 1 ) ( «A — '>. ^ ( ;jL — 3 ) 



I . îi . 3 



At.-3"»-- 



^^î) 



Il peut être utile de connaître directement le coefficient général de 
la seconde série («) : on a, d'après la première («)' 



I dV-Vja ) 

I . '2 . 3 . . . |x (ia\*' 



puis, en résolvant le système des équations (()", 



(^) 






La série de Taylor (i) pouvant en général représenter toute fonction, 
Wronski énonce encore la proposition suivante : 

Toute fonction algorithmique F(.r) peut^ ai^ec une mesure généralement 
FINIE (^— a), être engendrée moyennant une série convergente. 

Revenons aux séries formées par une suite de nombres arbitraires : 
soit 

une pareille série; nous avons dit que nous supposions une série pro- 
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prement dite, dont la valeur générale corresponde à une fonction hypo- 
thétique F(^), par exemple la série formant le second membre de(c); 
il faut observer que la supposition ne saurait avoir lieu effectivement 
qu'autant qu'il existe une autre fonction (p{x) qui puisse donner réelle- 
ment une suite A© -<- A, -f- Aj H-. . . correspondant à une série conver- 
gente telle que le second membre de (()'. Si cela n*a pas lieu, les 
quantités A seront ou infinies ou indéterminées, ou bien elles pourront 
donner lieu à des absurdités. D'où cette proposition : 

Une série (X), formée arbitrairement (*j, na pas toujours une valeur 
générale F(^) correspondant à toutes les valeurs de la variable x. 

Wronski donne un exemple d'une série telle que (X), dont les termes 
sont formés d'après une loi qui n'admet pas une série générale de 
la forme (9); cela suffit pour prouver la dernière proposition. 

Premier exemple, — Pour bien faire comprendre ce que nous venons 
de dire, prenons un exemple connu, le développement du logarithme 
naturel de x^ ou 

(fx) {x-\)-\{x- ,Y^\j^x- xY-.... 

Cette série n'est convergente qu'entre o et 2; mais, d'après ce que 
nous avons dit, elle représentera dans tous les cas la fonction L(a;), 
parce qu'aucune autre fonction ne peut donner le même développe- 
ment. Quand cette série est divergente, elle ne peut être évidemment 
d'aucune utilité pour calculer un logarithme : c'est dans ce cas que les 
formules (e )" ou (x) permettent d'y substituer immédiatement une série 
convergente; on a, d'après (x). en comparant la série (fx) à la série (c) 
et faisant w = i, 

Ao=o, A, := 2, A2 = o, A8 = 2^) A4 = o, A5=2->---, 

ce qui donne pour la série (c/ 

C) Formée arbitrairement signifie : formée diaprés une loi arbitraire. 
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du développement de ( i ~ sa:)^. 



fy\ ' ' 2 ' '-^ 8 ' 1.3.5 ^ 

^^^ 2 1 3 I .2 4 I .2.3 



Pour a: = I , la valeur de la fonction (r — so:)» est v/— i ; de plus, la 
série est divergente, elle devient 

/ X I I I I .3 I I .3.5 

^ ^ • 2 I 3 I .2 4 I .2.3 

Comparons cette série à la série (c); en faisant a = o, les coeffi- 
cients seront Si^y J3l,, Jjlj, ...; puis substituons-y la série («)'. Pour 
cela posons, 

et, observant que 

X 2j:(2J:-f-^- — 1) 



I , 4 -P* H- ' 



la nouvelle série sera 

On trouverait pour les coefficients 



A,= i, A, = ^-v-i, A,= ^(i-+-4V-i), 

A,= 1(4 + 7 v'^^), A, = ^(43 -4- 40 V"^^), 

A»= .j, (88-+-39v'~), A,= ^(a6i + 12 y^^), 

A,= -L (,88- 89 V' -~^), A,= -L (_ ,.445 + ,040 V 37), 
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admettons qu'elle provienne du développement de — — 

[n) I — X 4- a?' — X^ 4- X* — X* 4- . . . 

pour la valeur x = i. En comparant cette série {g) à ((), on pourra, 
au moyen des formules (x), y substituer la série équivalente (()', dont 
les coefficients sont ici 

Ao=i, A,=:— «, A2 = n^ — w, 
Aj r= — «' 4- iri^ — «, A4 = ;i* — 3«* 4- 3/i^ — w, . . .; 

par suite on a la série transformée 

(^)' I — n—^ hwf/î — 1)7—^^^ — 7i — n[n— 1? — ^ ' 



série évidemment convergente pour x= i, quelle que soit la valeur 
positive et finie de /i, et dont la valeur est - : 

r^V -- '^ . njji_^_i) _ n(n— 1)' rt^nj-^ _ 

ou 

OU enfin 

Si « = I , la série ( (7 )' se réduit à 



I 



I -4- X 



Faisons maintenant une seconde hypothèse sur Torigine de la 
série (p); on peut admettre qu'elle provienne du développement de 
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: > c^est-à-dire de la série 



(t) I — x-]-x^— x* -^-œ^ — x^ -{- x^ — ip'"-i- — 

Il est évident que pour a: = i la série s'identifie avec la série (p), tandis 
que la fonction dont la série (t) est le développement prend la valeur 

^ différente de celle qui précède; de même, si Ton considérait ledéve- 

I I 'K^ 

loppement de r> c'est-à-dire 

qui se réduit également à la série [p) quand x = i , on aurait encore une 
valeur différente ^^ quant aux formules de transformation^ elles don- 
neraient respectivement, en faisant n = i , 

i^y ' - TT^ - (iT^y ^ (rl^y "^ (tt^)'~ (ttï)'~ (tt:?)''* 

séries convergentes pour x = i; elles donnent, en effet, 



I I I I I 



l— -TZ — Tr.-f- n-^ T2 — 



L'exemple des séries (a), (t) et (9), donnant pour a: = i la même 
suite (p) avec des valeurs différentes, est du à Poisson {Journal de 
r École Polytechnique, t. XII, p. 4^8). Wronski donne la transforma- 
tion de la série (o*) en (a)' et celle de la série logarithmique qui con- 
duit à la série bien connue (|jl)'. Il donne encore l'exemple suivant. La 
série 

(;() i-f-i — i — I4-I-+-I — i — !-+-.•. 
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peut dériver de 

(tj/) I 4- X — a:^ — a:' -H a** -+- X* — X* — x^ -h . . . 

ou de 

Ces deux séries proviennent respectivement du développement de 

^"^^j et de celui de - — ^> expressions dont les valeurs sont l'unité 

pour œ = ï. Les séries {^) et (w) donnent pour transformées, en fai- 
sant /i = f , 



m 



(a,)' 



1 l-i-J7 \H-J?/ ^\H-jr/ 

(-4(T^)'-»(Tf^)'--. 



1+ " 



I 4- J? 



séries convergentes pour x = i; elles se réduisent en effet à Tunilé, 

I I I I I II I I 
^'^i""4""4~~8'^T6"^T6"^3Ï~64""64 ' 

2 2* 2* 2* 2** 

Nous pensons que ces exemples très simples suffiront pour montrer 
la possibilité de substituer une série convergente à une série diver- 
gente, ou de transformer les séries, suivant l'expression de Wronski. 
Ces exemples montrent aussi comment on peut évaluer des séries numé- 
riques en les rapportant à une série générale hypothétique. 

En terminant ce court exposé, nous ferons observer que les formules 
(x) que nous avons données, se rapportant aux deux séries (() et (c)', 
ne sont pas les plus générales que l'on puisse admettre; elles peuvent 
se trouver en défaut dans certains cas; il faut alors recourir à d'autres 
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formules ou même essayer les autres schémas de convergence, parmi 
lesquels, suivant Wronski, on en trouvera toujours un qui réponde à 
la question proposée. 

Ajoutons encore que les deux quantités arbitraires a et n que renferme 
la série (e)' permettent d'augmenter dans certaines limites la conver- 
gence du développement de la fonction F{x); ainsi, en laissant à a la 
valeur i et en faisant /i = o, on obtient pour le logarithme de 2 un dé- 
veloppement moins convergent que le développement (fi)', où /i = i . Il 
est bien entendu qu'il ne faut pas ici considérer le même nombre de 
termes, mais il faut prendre, dans chaque série, tous les termes qui 

précèdent ceux d'une même puissance de "" > à laquelle on s'arrête. 

Parmi tous les développements d'une même fonction, il en existe un 
qui possède le maximum de convergence ; ce développement peut 
même quelquefois être limité. Ainsi, au moyen de la série (c)', nous ob- 
tenons un nombre infini de développements de la fonction L (a?); mais, 
comme on le sait, on en trouverait encore d'autres; l'expression (a) 
permet d'obtenir tous ceux que l'on désire. Par exemple, si l'on com- 
pare («y et (a), on a 



û.(-)=^> "«(-)- (^Z' "«(-)= (^) 



— a\3 



Les fonctions Q étant toutes arbitraires, nous pouvons admettre que 
la première quantité n qui entre dans la première fonction iî, soit diffé- 
rente des autres quantités, désignées aussi par /z, qui entrent dans les 
fonctions îîj, fî,, ...; nous distinguerons la première quantité /i par 
l'indice i. Cette quantité /i^, complètement arbitraire, peut être gé- 
néralement une fonction de a?; en la déterminant par la condition que 
ili{x) représente le mieux possible la fonction F(a?), la série complé- 
mentaire aura relativement une valeur minima. 

D'après cela, il faut satisfaire à la relation 

ce qui donne 

Ici les coefficients de la série complémentaire diffèrent de ceux de la 
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série (()'. On trouverait 



(a«) 



T./ ^ T7/ ^ dF(a)r I xrf'F(j;) i T, , 



H , 



en faisant 




f "^ 7'-F^ ~ ^7ïrr-|i-« ~t~ "jirr -'11-2 — • . .-i-v— 1; j^_,ii -» 

En prenant n = a, le développement du logarithme de x devient 

/ T / \ T / \ {x -\- a)(x — a) 

JL(a;) = L(a)4- —^ 

\ ^L3\jcH-ay 5\J7-f-a/ 7 \.r -h a/ . J 

Pour Tinstant, nous ne pouvons donner plus de détails sur ce sujet, 
qui se trouve traité dans le Tome I de la Réforme ou à la fin du troi- 
sième Volume de V Encyclopédie de Mont/errier. 

Nous pensons ,que cette digression suffit provisoirement pour ré- 
pondre aux observations que nous avons reçues et dont nous nous 
sommes efforcé de tenir compte. Le sujet que nous traitons offre des 
difficultés toutes particulières, et nous n'ignorons pas que la tâche est 
difficile; nous sommes persuadé, en l'entreprenant, que nous contri- 
buerons à faire connaître des résultats d'une haute importance et d'un 
intérêt immédiat; aussi demanderons-nous toute l'indulgence du lec- 
teur. Nous accueillerons avec reconnaissance les observations que 
l'on voudra bien nous transmettre, s'il nous arrivait encore d'employer, 
par suite de quelque inadvertance, des expressions dont la signification 
ne paraîtrait pas suffisamment précise, ou même des expressions in- 
correctes. 



Digitized by VnOOÇlC 



Digitized by 



Google 



I Ho H. RF.SAL. 

I'lm sur l'autre se transforme, par un changement de sens dans Tun 
d'eux, en répulsion ou en attraction. 

3^ Deux courants rectilignes parallèles s'attirent ou se repoussent 
selon qu'ils sont de même sens ou de sens contraires. 

5. Conséquence. — 11 résulte du premier de ces faits que, si Von 
considère un courant de forme quelconque comme étant composé d'élé- 
ments rectilignes, on peut substituer à chacun de ces éléments un ensemble 
de courants de même intensité , et dont il est Ut somme géométrique. 

On voit, d'après ce principe, que Ton arrivera à déterminer Taction 
réciproque de deux courants de forme quelconque lorsque Ton con- 
naîtra la loi suivant laquelle s'exerce l'action mutuelle de deux élé- 
ments de courant. 

Pour arriver à la connaissance de cette loi élémentaire, nous admet- 
trons que l'action ci-dessus s'exerce suivant la droite qui joint les extré- 
mités des deux éléments par lesquelles les courants arrivent ( * ). 

Du second des faits ci-dessus énoncés on déduit qu'w/i élément de 
courant ab n^ exerce aucune action sur un autre élément de courant a'b' 
situé dans un plan mené normalement à l'extrémité a du premier, par 
laquelle arrive te courant. En effet, si, par exemple, il y avait une attrac- 
tion dirigée suivant aa\ en faisant subir au plan aa'b\ entrainant avec 
lui a'b'y une demi- révolution autour de ab, l'action mutuelle resterait 
toujours une attraction, tandis que l'élément a'b' prendrait, par rapport 
à aby une position inverse de celle qu'il avait d'abord : or, d'après l'ob- 
servation, l'attraction devrait se transformer en répulsion, ce qui est 
absurde. 

4. Action mutuelle de deux éléments de courants. — Soient [fig. i) 

ab = dSy a'b' = ds' deux éléments de courants dont les intensités res- 
pectives sont i et i' ; 

r= aa' la droite qui joint les extrémités de ces éléments par lesquelles 
arrivent les courants; 



(*) Ampère admettait que cette droite joignait les milieux des deux éléments 
en présence. La difference entre les deux conventions repose sur une subtilité à 
laquelle il n'y a pas lieu de s'arrêter. 
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aurons, pour Taction dont il s*agit, 

/ 1 X kii'ds ds' cos a cos %' 



L'action totale de ds' sur ds ou la somme des expressions (a) et [b] 
sera ainsi représentée par 



[c) 



ii'ds ds' t j / • • / r 

— - — (Acosacosa -h smasma cosôj 



J^s hypothèses sur lesquelles repose cette formule ne peuvent 
recevoir leur justification que par la concordance entre les résultats 
auxquels elle conduit et ceux que Ton déduit, de l'expérience dans 
tous les cas qui peuvent se présenter. 

5. Détermination de la constante n. — Anij>ère a obtenu la valeur de 
cette constante en parlant de ce fait qu'w/i courant rectiligne p' q\ assez 
long pour qu'on puisse le considérer comme infini, exerce sur un courant 
rectiligne fini pq qui lui est parallèle une action qui imrie en raison ini^erse 
de la distance des deux courants, action qui est d'ailleurs attractive ou 
répulsive selon que les courants sont ou non de même sens. 

Admettons {fig. 2) que pq se réduise à un élément ab = ds. Soient 

Fig. 2. 



p' 



■:à 



1 = Oa la distance de a à p'q'\ a'b':= ds' un élément de p'q\ Nous 
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Conservons d'ailleurs les notations qui précèdent. 

En vertu de la formule (e), la composante de Taction exercée 



Fig. 3. 




.r.-_>^ 



par a'V sur Télément aè, estimée suivant cet élément, a pour expres- 
sion 



^ — (Acosacosa -f-smasuia cosSjcosa. 



Or on a 



ds 



,_ a^b\ 



dr 



et l'expression ci -dessus devient 

{/) ii' dslkcos^oLd - — sinacosa tanga'cosS -^ 

L'angle trièdre formé par les directions des droites aa\ ab\ ab 
donne 

[g) cos6aè'= cosboa' cosb' aa' -f- sinAaa'sinè'aa'cosô. 

Or on a 

hab' =^ a-^ doL, co^ bab' = cos a 4- rfcosa, 



yf\ b'b\ df' 



et la formule [g] se réduit à la suivante : 



dr 



dcosa = 7 sina tanga'cos5. 
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H. RESAL 



2 /• 



Enfin Taction totale de ds' sur ds suivant la direction de r a pour 
expression 



(^) 



ii' ds , cos- a 



8. Action d'un courant fermé sur un élément de courant. — Prenons 
pour origine des coordonnées (yî^. 4) l'extrémité a du courant élé- 



Fig. 4. 









^:>' \v . 



mental re a6 = r/y, par laquelle arrive le courant, et pour axe des z la 
direction de ah. Nous rappellerons que Taction résultante exercée par 
le courant fermé sur ah est située dans le plan xay. 

La composante suivant ax de Taction exercée par un élément a'é'de 
ce courant sur ds est, d'après le numéro précédent, 



W ds ^^^ jCiis-7. 
cosa ax a 

9. ros a /• 



Kn intégrant par parties il vient, pour la projection sur f?^?, de la ré- 
sultante cherchée, 

ii'dsl ^'T^^ / cos' a ycos^^'^o- \ 
l cosa cosa aj: — / d ) 

2 \ J '' cosa / 
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OU simplement 

/ .. »., ds l cos^a jcosa'aj: 
(i) —Il — t a ) 

^ ^ 2 ^/ /• COS a 

puisque le courant est fermé. 

Soient çj Tangle formé par aa' avec sa projection aa\ sur le plan œaz ; 

vp Tangle a\ax. Les angles trièdres rectangles déterminés par az, 
aa\ aà^ et par aa\, aa\ ax donnent 

cosa = cosç)sincj^, 
cosa'aa? == cosç cosij;, 

et l'expression [i) se réduit à la suivante, 

(3) ii'dsk\., 

en posant 

(4) f{'^^^ = K. 

Cette intégrale représente la somme des aires élémentaires du cône 
déterminé par le sommet a et par le courant fermé, projetées sur le 
plan zax el divisées par r'. 

Si Ton porte à partir du point a, sur la perpendiculaire élevée en ce 
point à Taire élémentaire aa'h\ une longueur proportionnelle à cette 
aire divisée par le cube de la distance r, et si A' désigne la somme géo- 
métrique de toutes les longueurs semblables, A'^. ne sera autre chose 
que la projection de A' sur ay. 

En désignant par A^ la projection de A' sur ax^ on trouve, de la 
même manière que ci-dessus, pour la composante de Taction cherchée 
suivant ay^ 

(3') ■ lYrfiA;, 

On voit, d'après ce qui précède, que le problème proposé se ramène 

Journ. de Math, (3« série), tome VII. — Avril i88i. lo 
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à déterminer A' en grandeur et en direction, en choisissant convena- 
blement trois axes rectangulaires (qui différeront généralement des 
précédents), de manière à ramener les calculs à leur plus grande sim- 
plicité. 

9. Action sur un élément de courant d'un courant circulaire dont le 
rayon est très petit par rapport à la distance du centre à l'élément consi- 
déré. 

Le problème dont il s*agit se réduit, ainsi que nous venons de le 
dire, à déterminer les projections de A' sur trois axes rectangulaires 
passant par l'extrémité a de l'élément ds. 

Nous prendrons le plan xaz parallèle à celui du courant circulaire, 
et nous ferons passer le planya^x? par le centre c de la circonférence. Il 
est évident que l'on a 

a:=o. 

Soient 

c\ m' les projections sur le plan xaz de c et d'un point quelconque 
m de la circonférence ; 

Fig. 5. 




c'\ m" les projections de c et /n sur le plan yaz ; 

n l'intersection de ce" avec la circonférence, et rî sa projection sur ax\ 
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Soient A[, la projection de A' sur une droite quelconque at^; 7, 5 les 
angles que forme celte droite avec ax et ay. Nous avons 



A,, = A^cosyH- A!^cos(î^= ^ [cosJ — 3A(/cos7-f- Acosî)], 



ou, en désignant par p la distance du centre c au plan mené en a 
normalement à ap, 



(6) 






formule dans laquelle il ne faut pas perdre de vue que ù est l'angle que 
forme av avec Taxe du courant circulaire. 

10. Action d'un solénoïde sur un élément de courant. — Nous rap- 
pellerons qu'un solénoïde peut être considéré comme étant un système 
de courants circulaires identiques d'un très petit rayon, très peu 
espacés, normaux à une courbe directrice, quelle qu'elle soit d'ailleurs, 
et qui est le lieu de leurs centres 

Soient [fig. 6). 
X, 7, z les coordonnées d'un point u de la courbe direcirice rapportée 

Fig. 6. 




-b 




à trois axes retangulaires ayant a pour origine, l'axe az étant, comme 

au n** 8, dirigé suivant t/é; 
da l'arc élémentaire de cette courbe ; 
ûT la perpendiculaire abaissée de l'origine a sur la tangente MT en M. 
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Posons 

ante qui ne dépend que de la nature du solénoïde. 
multipliant par la valeur (p) les expressions (n) et (n'), nous ob- 
'ons, pour les composantes de l'action exercée sur ds parles cou- 
circulaires correspondant à e/(7, 

l —Ik'id-- suivant ax, 

< 

/ ii'id^ suivant ay. 



intégrant ces expressions entre les limites qui se rapportent aux 
i P', et F, rtous aurons, pour les composantes suivant ax et ay 
ction cherchée, 






voit ainsi que cette action ne dépend que des positions relatives 
)les par rapport à ds, et non de la forme de la courbe directrice. 
!Ut même considérer chacun des pôles comme exerçant sur ds une 
i spéciale, soit par exemple, pour le pôle P', 

< 

ldY' = -[i'i^,ds. 



S en considérant da, non comme une diirérenlielle, mais comme une longueur 
elite pour que Ton puisse en négliger les puissances supérieures à la pre- 
et assez grande cependant pour comprendre un certain nombre de cou- 
irculaires. 

ment, d'ailleurs, pourrait-on comprendre qu'un parallélépipède élémen- 
ût renfermer une certaine quantité de matière nécessairement discon- 
>i Ton admettait que ses dimensions fussent nulles, au lieu de les consi- 
omme très petites, quoique supérieures aux intervalles intermoléculaires. 
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En transportant cette force parallèlement à elle-même en P', il en ré- 
sultera un couple dont Taxe du moment [l'idd ne sera autre chose que 
l'élément si, limité par aP', bV\ de l'intersection de la sphère dont le 
centre est P' et le rayon u/i avec la surface du cône déterminé par le 

Fig. 7. 



courant fermé et par le sommet P'. Or, tous les axes tels que st des 
couples élémentaires déterminant une courbe fermée, Taxe du couple 
résultant est nul. Donc : 

L'action d'un courant fermé sur l'un des pôles d'un solénoîde se réduit 
à une force passant par ce pôle. 

L'action du courant n'est donc autre chose que la résultante des 
forces rfR appliquées en ce point. 

L'expression ( i o') peut se mettre sous la forme suivante, en désignant 

par rfa l'aire abc, 

jr, , • airer?/>r . . ^a 

aï{ = 2 0. I -t = llll i=rf 

aV aV 

Soient Vx, Vy, Vz' trois axes rectangulaires menés par le point P; 
rfa^, rfa^, rfa, les projections de l'aire e/a sur les plans zVy, xYz, vP'o:. 
La coihposante de rfR suivant Vœ sera 



aV 
d'où, pour la composante semblable de l'action exercée par le courant, 
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Portons sur la normale au plan iP'a, à partir de P', une longueur 
égale à — ^^ et soient A* la somme géométrique de toutes les droites 

ainsi obtenues; A,, A^, A, les projections de cette résultante sur Vx, 
P'j, P'^ ; nous aurons évidemment 

, et de même 
^'^) W = .fx'/A,, 

Z = Qf;/iA„ 

12. Action d'un solénoïde sur l'un des pôles d*un autre solénoide. — 
Soient 

PP< le premier solénoïde ; 

p le rayon des courants circulaires qui le constituent ; 

g réquidistance de ces courants ; 

P' le pôle, du second solénoïde P'P',, que nous avons à considérer. 

Soient, de plus, c Tare de la courbe directrice de PP< mesuré à 
partir du point P jusqu'à un point M quelconque dont les coordonnées 
sont j?, y, z. 

Il est clair, d'après la signification même de A, que A^ sera donné 
par la formule (m') du n^ 10, en y remplaçant p' parp et supposant 
w r= FM. Nous avons donc 

Portons celte valeur dans la première des formules ( 1 1), multiplions-la 
ensuite par le nombre des courants — compris dans dct pour avoir la 
composante relative à cet élément, et posons 

nous obtiendrons 



a: 



(12) X = 2lLlL'd± 

Jottrn, de Math. {Z"" série), tome VII. -> Mai i88i. ^9 
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Soient 

*^09 yof ^0 les coordonnées de P ; 
a7,,7,,5, celles de P^ ; 
a, = PP',w,z=P,P'; 

;(, yj, Ç les composantes de l'action totale exercée par PP, sur F, 
estimées suivant P'a?, P'y, P'z. 

Nous aurons, en intégrant Téquation (12). 
\ et de même 



s==w(ji-i?> 



Il résulte de là que P, P, exercent sur P' deux actions distinctes 

^-^> -^> variant en raison inverse du carré de la distance, dirigées 

respectivement suivant PP', P^ P', et que si la première, par exemple, 
est une attraction, l'autre sera une répulsion. Mais, P' exerçant par suite 
une attraction sur P, P'^ exercera sur ce pôle une répulsion et une 
attraction sur P|. 

H y a donc, en résumé, quatre forces en jeu sur lesquelles il nous 
parait inutile d'insister ; qu'il nous suffise de rappeler que, en défini- 
tive, deux solénoïdes placés à une distance suffisamment grande l'un 
de l'autre par rapport à leurs diamètres se comportent entre eux 
comme deux aimants. 

Tel est l'exposé succinct de la partie essentielle de la théorie d'Am- 
père. Nous avons omis à dessein les questions relatives aux actions 
mutuelles et au mouvement de deux courants rectilignes situés ou non 
dans un même plan, parallèles ou non, d'un courant circulaire sur son 
diamètre, etc., questions dont les solutions sont trop simples pour que 
nous ayons cru devoir nous en occuper. 
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A cet effet, nous admettrons d'abord que le développement soit pos- 
sible, ou que la fonction /(^) égale bien la somme limite d'une série 
convergente ordonnée suivant les cosinus et sinus des multiples de 

— j et nous déterminerons, dans cette hypothèse, les coefficients A,-, B,. 

Puis, une fois que nous connaîtrons la forme précise de la série, nous 
démontrerons qu'elle convient pour toute fonction périodique /(^). 
Le calcul de A/, B, se fait par la méthode de Fourier (ou d'Euler), 

bien connue. On multiplie l'équation (i) par cos — -dx ou par 

sin dx^ et l'on intègre les deux membres dans toute l'étendue d'une 

période, de x=^ — a à ^ = H-^, en observant que le second membre 
de ( I ) peut être traité comme une somme d'un nombre fini de termes, 
vu que l'erreur commise sur ce second membre, en l'arrêtant à un 
terme assez éloigné, est aussi petite qu'on veut et ne donnera, dans le 
résultat des intégrations, qu'un terme complémentaire inférieur, lui 
aussi, à toute erreur donnée. D'ailleurs, les produits du terme quelconque 

A: COS ' h B, sm - — 



ITTJ? 



du second membre de (i) par cos— ^ et par sin sont, respecti- 
vement, 

-A; cos^^ ^ h cos^^ ^ — M- -By sm ^^ ^ sm ^^ ^ — h 

-A; sm^^ ^ h sm^^ — — -h -B. cos^^ '— cos ^ '-^ — U 

et se composent de termes proportionnels soit à des sinus qui ont 
leurs valeurs moyennes nulles, soit à des cosinus nuls au§si en 
moyenne, si ce n'est quand ils se réduisent à l'unité ou qu'on a 
i ifcy = o, c'est-à-dire ou / =y = o, ou du moinsy = i. Or il est évident 
que tous ces termes, multipliés par dx et intégrés dans l'intervalle 2a, 
qui comprend une ou plusieurs de leurs périodes, donnent pour ré- 
sultats les produits de 2a par leurs valeurs moyennes. Il vient donc 
simplement : 
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Mais il est possible de simplifier encore celle-ci, au moyen de la 
formule qui donne la somme des cosinus des multiples successifs d'un 
arc quelconque a, et qui se déduit de la relation 

2sin-cosia = sinf i-h - W — • sin f / — - j a, 

(Ml y faisant successivement i = i , 2, 3, . . ., /i, puis ajoutant tous les 
résultats. Il vient ainsi 



a 

sin -» 

2 

i-l 

OU bien 

, _ . (an-l-Oa 
sm 



(asin- j \ cosia = sin (/i-f- -)a — 



- -¥- \ cos*a = 



a ^ a 

il 2 sin - 

a 



I^ formule (4) équivaut donc encore à celle-ci : 



f 2 sm — î^ 



Changeant enfin de variable d'intégration, posons 

a: — ^ = u ou ^ = x — u, d^r=:z— du, 
et il vient 

((J) /(^) = limi r'""Z(£^sinl^iLtlllilrf„ (pourninfini; 



V 

l/^-. 



ir // a a 

a sin — 

aa 



3. Démontrons maintenant que ces formules (3), (4), (jo), (6) con- 
viennent, quelle que soit la fonction périodique/(a7). Il suffit, pour cela, 
de faire voir que le second membre de (6), ou plutôt l'expression 

1 a sin — 

s'approche indéfiniment de /(a?) quand /i y grandit sans limite. Consi- 
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être incomparablement moindre que leur somme arithmétique, c'est-à- 
dire nulle à la limite. 

Quant aux éléments de l'intégrale (7), pour lesquels west très petit et 
compris, par exemple, entre deux limites fort rapprochées db |x, le fac- 

teur — s'y réduit sensiblement à 



a sin — 
2a 



TZ il*' ^ ^ 

ou, si £ désigne un infiniment petit positif, à — /{x -h s) pour les va- 
leurs négatives de w, à — /{x — e) pour les valeurs positives de m. Ces 
éléments valent donc, en tout, 

/(x-I-e) f*^ ^. {2 n -{-i)7z II du _^ /{jt — e) f^ . (2n -\- i)tzu du 



' / SUJ i^ h -^ ' I SU 



- 1*. * 

OU bien, vu que la fonction multipliant du sous les signes /est paire 
et que/(^ -\- t) -\- f[x — t) égale toujours 2/(^), 



(8) '-mf'A 



(2n -+- i)tzu du 

sm^ 

2 a II 



Mais, quand n devient très grand, on peut remplacer la limite supé- 
rieure [i par QO . En effet, on n'ajoute ainsi à l'intégrale (8) que des 
aires d'arceaux de sinusoïde analogues à ceux dont il vient d'être parlé, 
aires très petites et alternativement positives et négatives, qui se- 
ront ici lentement décroissantes d'un arceau au suivant, à cause du 
dénominateur w de plus en plus considérable, et dont, par conséquent, 
la somme, moindre que la première d'entre elles, sera négligeable. 

La valeur limite de l'expression (8) est donc la même que celle de 

^/(^) r* • i'^n -\-i)t: u du 



[9) ^i sm 



2a a 



Or on sait que l'intégrale / du^ où k est une constante posi- 
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tive quelconque, peut s*écrire / ^^" '^^ d{ku)= 1 ^^rfic, et quelle 

a pour valeur -• Donc l'expression (9), limite de (7), n'est autre que 
/(a?), ce qu'il fallait démontrer. 

§ II. — Formules dérivées. 

4. La formule (3) en comprend quatre autres, qui sont souvent 
utiles. Les deux premières s'obtiennent en concevant que la fonc- 
tion /(a?) soit ou impaire ou paire, c'est-à-dire telle qu'on ait 

/(- ^) = +/(^). 

ce qui n'empêche pas de lui attribuer des valeurs quelconques entre les 
limites a? = o et a? = a. 

Si /(— x) =— /(a?), les expressions (2) de Aq et de A, sont nulles, 
vu que sous les signes / les éléments correspondant à deux valeurs 
égales et contraires de Ç se détruisent. Quant aux éléments analogues 
de l'expression de B/, ils sont égaux et s'ajoutent. Il vient donc 

•°: /(^)=|'|sini^//(|)sini^'rf|. 

Si, au contraire, /[— x)=^/{x), c'est l'expression (2) de B/ qui 
s'annule, et ce sont celles de A^ et A,- qu'on peut ne prendre qu'entre 
les limites o et a, sauf à doubler les résultats. On trouve 

(M) /(;r)=ijr7(|)rf?4-|^'cosi^/V(|)cosi^rf?. 

I = I 

Les deux dernières formules cherchées se déduisent de (10) et (i i), 
en supposant que la fonction /{x) reçoive, à égale distance des deux 
limites zéro et a, des valeurs égales et de même signe dans la for- 
mule (10), égales et de signes contraires dans la formule (11), c'est-à-dire 
en posant respectivement /(a — a:) = ±/(a?). Alors, aux seconds 

Journ. de âfath, (3« Bérie). tome ^11. - Mai i?8i. 20 
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membres de ( lo) et ( 1 1 ), les termes pour lesquels i est pair s'annulent, 

vu que les éléments respectifs d'intégrale/(ç) sin — ^rfÇf /(c) cos — -dl, 

qui correspondent à deux valeurs de Ç également distantes de zéro et a 
se détruisent. Au contraire, ces deux éléments s'ajouteraient et seraient 
égaux pour i impair. Si, afin d'abréger, Ton appelle b la moitié de a, 
la fonction f[x), complètement arbitraire depuis j? = o jusqu'à 

.r = - = è, comportera ainsi, entre ces limites, les deux expressions 



\'i) 



i - • ^ 



(ciZ-hOt:./: r' y^vx (•.^/-Hi)t:$ 



,3) /(.)=;^cost»'±^l^-£r/,ï 



COS ï az. 



On passerait d'ailleurs de Tune de ces formules à l'autre par les 
changements de x en 6— x et de /{b — jc) en f[x). 

5. Enfin, la relation [f\) conduit à la formule classique de Fourier, 
en y faisant grandir indéfiniment la période aa, ce qui revient à sup- 
poser la fonction /(a?) donnée arbitrairement dej:' = — oo àa: = -h3c. 
Alors, quand on passe d'un terme de la série 2 au terme suivant, l'ex- 
pression — ) qu'on peut appeler a, croît de la très petite quantité 

Aa — -j qui devient, à la limite, une différentielle rfa; en sorte qu'il 
semble permis de remplacer, dans (4)f le facteur - par — j puis de faire 
passer rfa sous le signe 2 et de transformer la somme 2 en une inté- 
grale prise dea = oà a= — Il vient donc 

(i4) /(^) = lini - / /[q)d^l cos oc {x — ^)dcx. (pour a infini), 
ou bien, 

(i5) /(a.)=ijr'rf«jry(?)cos«(*-i)^. 
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la première d'entre elles, laquelle s*annule pour « infini , et la for- 
mule (i4 ) est bien exacte. 

Mais il importe d'observer que la série ainsi exprimée par ( 1 4 ) ou ( i6 ) 
peut devoir en partie sa convergence, sa valeur finie et déterminée, à 
l'ordre dans lequel se succèdent ses éléments, et non toujours à leur 
seule petitesse absolue; de sorte qu'il faudra ne la transformer qu'avec 
de minutieuses précautions et en vérifiant, dans chaque cas, si l'on n'al- 
tère pas sa valeur. Même le passage de la formule (i4) à la formule (i5) 
donne matière à discussion, soit à cause du mode de groupement des 
éléments, qui n'est plus le même, soit parce que la variable x — ^ = u 
devient alors infinie avant qu'on effectue l'intégration par rapport 

à a et non après, circonstance qui avait, dans (i6), réduit à nu le déno- 
minateur plus complexe 2 a sin — • Il en serait autrement, et l'ordre 

des intégrations deviendrait arbitraire, si la fonction /{x) s'annulait 
identiquement en dehors de deux limites données x=p^ x = q\ car, 
alors, dans le second membre de (i4), où a est supposé très grand mais 
non encore infini, l'intégration par rapport à | pourrait ne se faire que 
de ? = /> à Ç = y, et ce second membre serait une intégrale double or- 
dinaire, ayant sa fonction sous les signes / finie et ses limites, égale- 
ment finies, bien déterminées. 

§ III. — Sur une raison générale, propre à justifier synthétiquement 
V emploi des divers développements de /onctions arbitraires usités en 
Physique mathématique. 

6. Ce qui précède est une théorie purement analytique du dévelop- 
pement d'une fonction arbitraire (donnée dans un certain intervalle) 
en séries procédant suivant les sinus et cosinus des mukîples naturels 
ou impairs d'un arc proportionnel à la variable. Mais on sait que les 
géomètres ont été conduits à l'étude de ces séries par des problèmes de 
Physique, savoir, ceux où, le temps t, par exemple, étant la variable 
indépendante principale, x une autre variable, caractéristique des dif- 
férentes parties d'un corps, u la fonction inconnue de x et t qui re- 
présente un état physique considéré (température, déplacement vibra- 
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toire, etc.), et enfin f[x) la fonction arbitraire de x qui exprime les 
valeurs initiales de w, la nature des équations du problème montre 
qu'avec un état initial de la forme Acosmo? -h Bsinmx, et certaines 
valeurs de m, la fonction cherchée u se réduit à ce qu'on appelle une 
solution simple, c'est-à-dire à une expression, relativement facile à 
obtenir, ne dépendant de / que par un facteur, le même pour tout le 
corps; de sorte que, vu d'ailleurs la forme linéaire des équations et la 
possibilité de superposer simplement les effets d'un nombre quel- 
conque d'états initiaux, il ne s'agit plus, pour avoir l'expression géné- 
rale de u, que de décomposer /(^) en termes de cette forme 

A cosTwa? -h Bsinma?. 

Dans les cas où les valeurs de m sont multiples de l'une d'elles, un tel 
mode de décomposition peut toujours se faire, d'après les démonstra- 
tions directes données aux paragraphes précédents. Mais, dès que cer- 
taines conditions, dites définies, relatives aux limites entre lesquelles 
varie a?, se compliquent un peu, les valeurs de m cessent d'être les mul- 
tiples de l'une d'elles, même quand les intégrales simples correspondent 
encore à un état initial exprimable par un sinus ou un cosinus. De 
plus, ce dernier cas est lui-même très exceptionnel. Il continue bien 
à y avoir, toujours, une infinité de solutions simples ne dépendant de / 
que par un facteur où les autres variables a?, j, z n'entrent pas, et où t 
se trouve affecté d'un coefficient k d'autant plus grand que la solution 
simple varie plus vite en fonction de /, x, y, z ; mais il faut recourir, 
pour représenter les états initiaux correspondants, qu'on peut appeler 
aussi des états initiaux simples, à des expressions plus compliquées que 
des cosinus ou des sinus. Or, dans ces divers cas, on tâche encore de 
former l'intégrale générale par voie d'addition, en dédoublant ou dé- 
composant l'état initial arbitraire donné en états initiaux simples, pris 
dans l'ordre des valeurs croissantes de k, c'est-à-dire rangés suivant la 
rapidité relative avec laquelle ils varient d'un point à l'autre, les plus 
lents à changer étant les premiers ; et l'on sait que le procédé de Fourier, 
pour la détermination des coefficients ou amplitudes des états initiaux 
simples, ne cesse pas d'être applicable, du moins dans la théorie de la 
chaleur et dans celle des petites vibrations ou oscillations. 
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11 ne reste ainsi de donte que sur la question même de savoir si celte 
sorte complexe de dédoublement de l'état initial est toujours possible. 
Malheureusement, une sommation générale et directe des séries qui l'ex- 
priment n'a pu encore être effectuée. Il y a donc lieu de chercher, à 
défaut d'une démonstration analytique, quelque aperçu synthétique, ou, 
pour ainsi dire, quelque raison de bon sens, propre à justifier ces modes 
indispensables de développement et à expliquer la convergence qu'on 
leur a effectivement reconnue quand on en a tenté le calcul numé- 
rique. 

' 7. La raison naturelle désirée se trouve dans le double fait qui con- 
stitue le caractère commun de toutes les questions de Physique mathé- 
matique étudiées jusqu'à présent et sans lequel on ne pourrait pas les 
traiter par des équations aux dérivées partielles, à savoir, d'une part, 
dans le nombre immense des points matériels composant toute parti- 
cule perceptible de matière, et, d'autre part, dans la graduelle variation 
de l'état physique moyen local quand on passe d'une particule à une 
autre, variation supposée toujours assez peu brusque pour que, même 
dans les cas où elle est le plus rapide, des milliards de points matériels 
présentent sensiblement le même état. C'est cette variation très gra- 
duelle cjui permet de ne tenir aucun compte individuel des molécules 
(Ml présence, mais d'exprimer simplement, pour chaque petite région, au 
moyen de dérivées partielles eno:, j', z, i*' les différences d'état existant 
dans le corps suivant les divers sens, a*" les actions mutuelles, fonction de 
ces différences, exercées entre particules con tiguës, et 3*" les changements 
qui en résultent d'un instant à l'autre pour l'état moyen local de chaque 
particule ou élément de volume. Aussi, quand on introduit de la sorte des 
équations aux dérivées partielles à la place des équations différentielli s 
simultanées, en nombre immense, qu'on aurait si l'on voulait exprimer 
les états propres de tous les points du corps, renonce-t-on, par le fait 
même, à comprendre dans cette analyse simplifiée les phénomènes où 
il se produit des différences sensibles d'état entre molécules voisines, 
comme doivent être, parexemple, les vibrations calorifiques des corps, 
ou comme le seraient des mouvements vibratoires d'une longueur 
d'onde comparable aux distances intermoléculaires. Eh bien ! c'est jus- 
tement la restriction que l'on s'impose ainsi, en se bornant à des états 
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substitue, à la limite, aux équations différentielles vraies du problème, 
s'évanouiront d'eux-mêmes, et que, d'un autre côté, les sommes ex- 
primant les fonctions à évaluer convergeront, à partir de certaines 
valeurs de ky lesquelles, étant finies, seront encore très calculables, ainsi 
que les solutions simples où elles entrent, par les équations aux dérivées 
partielles. 

Donc, la même circonstance qui permet de remplacer les équations 
différentielles simultanées du problème, dont le nombre est immense 
(et supposé même infini à la limite), par une ou par quelques équations 
aux dérivées partielles, et qui permet d'exprimer l'état initial au moyen 
de fonctions ne présentant, dans toute étendue perceptible, qu'un 
nombre restreint (et non des milliards) d'oscillations, permet aussi 
de compter sur la convergence des développements que donne la dé- 
composition de cet état initial en états initiaux simples, rangés suivant 
l'ordre croissant de la rapidité de leurs variations. 
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LE DÉVIOSCOPE 

appareil donnant directement le rapport qui existe entre la 
Dites se angulaire de la Terre et celle d'un horizon quelconque 
autour de la verticale du lieu; 

Pae m. g. sire. 



Foucault a formulé le premier que. la rotation apparente du plan 
d'oscillation du pendule est proportionnelle au sinus de la latitude, 
autrement dit que le déplacement angulaire du pian d'oscillation est 
égal au mouvement angulaire de la Terre dans le même temps, multiplié 
par le sinus de la latitude du lieu d'observation. Dans notre hémi- 
sphère, ce déplacement a lieu vers la gauche de l'observateur qui 
regarde le pendule ; il a lieu vers la droite dans l'hémisphère austral. 

On sait que Foucault est arrivé à la découverte de cette loi du sinus 
de la latitude à l'aide d'une ingénieuse hypothèse qui consiste à ad- 
mettre que, « quand la verticale, toujours comprise dans le plan d'os- 
cillation, change de direction dans l'espace, les positions successives du 
plan d'oscillation sont déterminées par la condition de faire entre elles 
des angles minima; autrement dit et en langue vulgaire, lorsque la 
verticale sort du plan d'impulsion primitive, le plan d'oscillation la suit 
en restant aussi parallèle que possible ». 

L'exactitude de cette loi a été confirmée partout où la célèbre expé- 
rience de Foucault a été répétée, mais nulle part elle n'a reçu une 
consécration plus éclatante que dans la gigantesque expérience exécutée 
au Panthéon en i85i. 

Toutefois, la vérification de la loi de Foucault à laide du pendule 

Journ, de Math, (3« série), tome VII. — Mai i88i. 2 I 
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exige de nombreuses expériences faites à des latitudes différentes. L'im- 
possibilité, le plus souvent, de faire l'expérience dans un cours a 
déterminé quelques savants à imaginer des instruments qui puissent 
indiquer artificiellement sur place ce qui, en réalité, se produit aux 
diverses latitudes. Je citerai notamment Wheatstone et deSilvestre('). 

J'ai eu l'honneur de présenter à l'Académie des Sciences (^) un ap- 
pareil qui me parait plus complet que ses devanciers. Il permet de vé- 
rifier très simplement la loi en question, en ce que la disposition 
adoptée est une réalisation mécanique fidèle de l'hypothèse de Foucault. 

Cet appareil est représenté dans trois positions différentes dans les 
^g. 1 , 2 et 3 ci-dessous ; ces positions correspondent à l'expérience 
du pendule exécutée au pôle, à l'équateur et à une latitude moyenne. 

Il se compose {^g, i) d'un trépied de fonte P, surmonté d'un axe 

Fitf. I. 



d'acier qui supporte une sphère de métal ou de bois dur. Dans les ex- 

(*) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XXXlll. 
p. 4o. 

(') Ibid,, t. XCII, p. 995, séance du 25 avril 1881. 



Digitized by VnOOÇlC 



Digitized by 



Google 



I 6.1 C. SIRE 

roulette C se trouve précisément au pole de la sphère centrale, et, par- 
tant, que le déplacement de tout le système autour de la verticale de 
Tappareil ne peut produire aucune rotation angulaire de cette roulette 
autour de son axe, et qu'il en est de même des roues B et A. On dé- 



montre ainsi que, à Téquateur, le plan d'oscillation du pendule n!é- 
prouve aucun déplacement angulaire autour de la verticale, quel que 
soit fazimut de ce plan. 

Enfin, si Ton considère le cas de Texpr rience du pendule exécutée à 
une latitude moyenne, l'appareil doit être disposé comme dans lay?^. 3. 
Dans ce cas, la roulette C est astreinte à se mouvoir sur un parallèle de 
la sphère dont la latitude est égale au complément de la latitude du 
lieu de l'observation. Dès lors cette roulette imprime à la roue Aune 
vitesse angulaire 0'= cosinX, w étant son déplacement angulaire sur 
la sphère. 

Pour le démontrer, soient 

PP' [Jîg, 4) la ligne des pôles de la sphère ; 

EE' l'équateur ; 

X la latitude du heu. 
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En laisauL tourner le système de roues autour de la verticale de Tap- 
pareil, on voit aisément que les chemins parcourus par le point de 



Fig. 3. 



contact b sur la circonférence de la roulette C et sur le cercle parallèle 
de rayon ab sont respectivement 




Or ces chemins sont égaux, puisque la roulette C se meut sans glis- 
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sèment sur la sphère; on a donc 

/ \ , ab 

I^a simple discussion de celte formule élémentaire fait voir que : 

1® Quand l'expérience est faite au pôle, comme dans lay%. i , ah de- 
vient égal à oE'= bd\ par suite, a)'= fù. 

Q® Dans le cas de Téquateur [fig, a), ah est nul, a>' est aussi nul. 

3® Enfin, pour le cas de la^f^. 3, comme par construction hd=oh^ 
la formule (i) devient 



ab 

0)' = 0) 

ou 



0)== 0) — r = CD sin a, 
ob 



ù = (ù sinX. 

C. Q. F. D. 
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Sur les permutations alternées ; 



Par m. D^sni ANDRE. 



Le présent travail a pour point de départ la notion, probablement 
toute nouvelle, des permutations alternées de n lettres distinctes, et 
pour objet l'étude du nombre 2 A„ de ces permutations. 

Nous définissons les permutations alternées de n éléments distincts ; 
nous donnons le moyen de calculer, de proche en proche, la moitié A^ de 

A 
leur nombre ; nous déterminons la fonction génératrice de la fraction -j ; 

nous en déduisons les développements de tango? et de séco? suivant les 
puissances croissantes de x ; nous appliquons les résultats obtenus à 
différents développements ou séries ; nous en tirons plusieurs consé- 
quences touchant les développements des fonctions elliptiques; enfin 
nous donnons de nouvelles et plus simples formules pour calculer les 
nombres A„. 

11 se trouve que ces nombres A„ ne sont autres que les coefficients 

de — dans le développement soit de tango?, soit de séco?. Ces coeffi- 
cients avaient été considérés déjà. Grâce aux permutations alternées, 
nous en pouvons donner une définition combinatoire très simple, très 
nette, et indépendante de tout développement. 



Digitized by VnOOÇlC 



l68 D. ANDRÉ. 

I. — Définition des permutations alternées . 

\ . Considérons n éléments disiincts a, , «a, a,, ...,«„ et formons en 
toutes les permutations. Si, dans Tune quelconque d'entre elles, nous 
retranchons chaque indice du suivant, nous obtenons une suite àe n — \ 
différences, dont aucune n'est égale à zéro, et qui, dans toutes les per- 
mutations, sauf deux, sont les unes positives, les autres négatives. 
Ix)rsque, tout le long de cette suite, ces différences sont alternativement 
positives et négatives, la permutation correspondante est alternée. 
Lorsque, au contraire, cette continuelle alternance des signes ne se 
présente pas, la permutation n'est pas alternée. 

Par exemple, dans le cas particulier où n = 4» les permutations 

sont alternées, et les permutations 

ne le sont pas. 

2. Le nombre des permutations alternées de n éléments distincts 
dépend évidemment, et uniquement, de n. Par sa nature même, A est 
forcément positif et entier; et l'on peut démontrer, d'une manière très 
simple, qu'il est toujours pair. Il suffit effectivement de faire observer 
que les permutations alternées de n éléments distincts se correspondent 
deux à deux. L'un des moyens les plus commodes d'établir cette cor- 
respondance consiste à associer les permutations qui présentent les 
mêmes indices dans un ordre exactement inverse. 

En associant de cette façon les permutations alternées de quatre élé- 
ments, lesquelles sont au nombre de dix, on obtient les cinq couples 
suivants : 

û^l^l^l^4 et OLkOL^OL^OiKi 

dxti^diCf.^ et a^a^a^a,, 

a^oL^a^OL^ et o^^ol^olzOl^^ 

OL^OL^OL^cHz et 0^1 a, 6(4 a2, 

0(ja,6c,a2 et «aaja^aj. 



Digitized by VnOOÇlC 



SUR LES PERMUTATIONS ALTERNÉES. itjQ 

3. Nous représenterons par 2 An le nombre des permutations 
alternées de n éléments distincts. Comme il n*y a de permutations al- 
ternées que parmi les permutations d'au moins trois éléments, les sym- 
boles Ao, Ao A2 sont dépourvus de sens. Pour la régularité des for- 
mules, nous les emploierons néanmoins, en convenant de les regarder 
comme égaux chacun à l'unité. 

Le nombre A„, moitié du nombre des permutations alternées de n 
éléments distincts, possède ainsi, on le voit, une définition très simple, 
très nette, purement combina toire et indépendante de toute considé- 
ration de développement. 



II. — Calcul des nombres A„. 

4. Comme nous l'avons déjà fait observer (*), le moyen général de 
calculer les nombres tels que A,, qui se présentent dans l'analyse com- 
binatoire consiste à déterminer une relation entre le nombre A,,^.,, par 
exemple, et les nombres analogues d'indices moindres A„, A;,_|, 

A„_2, Pour parvenir à une pareille relation, nous partagerons les 

permutations alternées des n -\- 1 éléments distincts a,, «3, «3, . . ., a„+, 
en n -h I classes, savoir : les permutations alternées où l'élément (x„^i 
occupe la première place ; celles où il occupe la deuxième place ; celles 
où il occupe la troisième place; ... ; celles où il occupe la (n -f- 1)'""** 
place. 

5. Formons toutes les permutations alternées des n -h 1 éléments 
distincts a,, «3, cc^, .. ., a„^^, où l'élément a„^i, qui possède l'indice 
le plus élevé, occupe la {p -f- i)»^"« place. 

La première opération à effectuer, c'est évidemment de partager les n 
autres éléments en deux groupes, l'un de p éléments qu'on devra 
placer avant a„^.,, l'autre de n — p éléments qu'il faudra placer après. 
Et ce partage en deux groupes pourra s'effectuer d'un nombre de ma- 

(*) Bulletin de la Société mathématique de France, année 1879. 
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lïières différentes égal au nombre CjJ des combinaisons simples de 
n objets/? à/;. 

Supposons qu'on ait efFeclué ce partage de l'une quelconque de 
ces C^ manières. Les p éléments du premier groupe devront être dis- 
posés en une permutation alternée où l'indice de Tavant-dernier élé- 
ment surpasse celui du dernier. Le nombre des dispositions différentes 
dont ces p éléments sont susceptibles est donc égal à la moitié du 
nombre des permutations alternées de/> éléments distincts, c'est-à-dire 
à hp. De même, les n — p éléments du second groupe devant former 
une permutation alternée où l'indice du premier élément soit moindre 
que celui du second, ces n—p éléments seront susceptibles d'un 
nombre de dispositions différentes égal à A;^^. 

Par conséquent, à un seul mode, quelconque d'ailleurs, de partage en 
deux groupes des n éléments autres que a«+,, correspond un nombre, 
égal au produit ApA„_^, de permutations alternées de /i-h i éléments, 
dans chacune desquelles Un^i occupe la (/? H- i )>**"*« place. Et il s'ensuit 
immédiatement que le nombre des permutations de ce genre que don- 
nent lous les modes de partage, c'est-à-dire le nombre total des per- 
mutations alternées de /i -f- i éléments, où a;,^., occupe la [p H- i)"«»<^ 
place, est égal au produit C^A^A^^p. 

6. Ainsi, le nombre des permutations alternées de n-4- i éléments 
distincts, où l'élément «;,+, occupe la première place, est C^AoA^. 

Le nombre de celles où il occupe la deuxième place est C^,A, A;,^,. 

Le nombre de celles où il occupe la troisième place est C^f^P^^P^n-^- 

Et ainsi de suite. 

En ajoutant tous ces résultats, on trouve évidemment le nombre 
total 2 A„4., des permutations alternées de n H- i éléments distincts. De 
là l'identité 

2A;,^.i = C^Ao A,|-|- C^ A, A;,_4 H- C^A2A„«a H-. . .-f- C^ A„ A©. 

D'ailleurs, le mode de raisonnement que nous venons d'employer 
nous montre bien que cette identité est exacte pour toutes les valeurs 
de /î supérieures à l'unité. Il se trouve qu'elle subsiste encore lorsque n 
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est égal à l'unité, mais elle n'est plus vraie dans le cas où n est égal à 
zéro. 

7. Cette identité donne un moyen simple de calculer, de proche en 
proche, les nombres A^,. Elle est d'un emploi d'autant plus commode 
qu'elle ne renferme, à son second membre, ni signe — , ni nombre frac- 
tionnaire. Nous avons, par convention (5), 

Aq := I , A| = I , Aj = I • 

En appliquant notre formule, nous trouvons 

A3=2, A4r=5, A5=i6, A(, = 6i, 
A, = 272, A8=i385, Ao=7936, 

Nous donnerons, dans la suite du présent travail, d'autres formules, 
encore plus simples, pour effectuer ce même calcul. 



A 
III. — Fonction génératrice des fractions — 'J 



8. Posons d'abord 






L'identité précédemment trouvée (6) se transforme en celle-ci 
2(/i -4- i)a„+, = a^an-^ a^an-i H- a2«/i-a-^. • -^cinCi^^ 

qui est, comme la précédente, exacte pour /i égal ou supérieur à l'unité, 

mais fausse pour n=o. 

A . 

Puis, désignons par Y la fonction génératrice de — 'J» c'est-à-dire 

de rï„. Nous aurons, d'après la définition bien connue des fonctions 
génératrices, 

y = ao-l-aiX -f-fla^^-H a^x^-h^^ ., 
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et la question que nous nous proposons présentement, c'est de déter- 
miner Y. 

9. Pour cela, revenons à l'identité (8) qui lie le nombre a„^t aux 

nombres an, a^-i , ««-a, Sa forme nous suggère l'idée de considérer 

le carré de Y. En le formant, nous trouvons 

Y^= a^-t-(aoa, H- fljao)-^ -^ (ûfo«2-^- «i«i -i- «a^O^'^^H-- •• ; 

c'est-à-dire, si nous faisons usage de l'identité rappelée, en évitant soi- 
gneusement de l'employer dans le cas de n = o, où ejle est fausse, 

Y^ = ajj -1-2.2^20? 4- 9.,Za^x^-{- 

Dans ce nouveau second membre, la série qui suit a\ est évidemment 
égale à 

Donc, nous avons identiquement l'équation différentielle suivante 
qui devient, lorsqu'on y remplace a© et a, chacun par l'unité. 



Nous en déduisons 



Y^ = 2:j I- 

ax 



arctangY= - -f- C; 



et, puisque Y se réduit à a», c'est-à-dire à l'unité, lorsque a? = o, la 
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constante C est égale à y- Donc, finalement. 



4 



Telle est la fonction génératrice du nombre a„, c'est-à-dire de— ^. 

10. Nous pouvons donc écrire 

tang (y'^--j = ao'hatX-h a^x^ H- a,^' -f- . . . , 
ou bien, en revenant aujc nombres A„, 

^"S (5 -+- f ) = ^0 -i- A , ^ 4- A^ ^ -+- A, Jj H 

C'est cette dernière formule ( * ) qui va servir de fondement à toute 
la suite de ce Mémoire. 

IV. — Développements de sécx et de tango;. 

1 1 . Notre formule fondamentale 

devient immédiatement, par le changement de a? en — a?, 

é 

(*) Présentée à F Académie des Sciences, dans sa séance du 12 mai 1879. 
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Or, nous avons ces deux identités 



Donc 



a séca; = lang (^^ ^ ^) -h tang (^ - f )' 
2 tang^r = tang (^^ 4- f ) - tang (5 - f ) • 

/••S /ÏJ^ T^ 

séca? = Ao-f- Aa^ "*"^«ÂT^^«6T *■* ' 

r.5 ^7 



tang^ = A,Y7 -+" As 51 + A557 -^A7 



7 



Ces deux formules donnent, on le voit, les déveioppemeints de séco? 
et de tango?, suivant les puissances croissantes de x^ et elles rendent 
manifeste une corrélation remarquable entre les coefficients de ces 
deux développements. 

12. Il y a environ deux cents ans que les géomètres ont commencé 
à s'occuper du développement de tango?, et probablement de celui de 
sécj?, car on trouve, vers la fiii-du xvii* siècle, dans le Commerciiim 
epistolicum^ une lettre de Gregory où il est question du premier de ces 
développements. Toutefois, il nous semble que ce n'est qu'en ces 
derniers temps qu'on a eu l'idée de considérer, au lieu des coefficients 
a„ qui sont fractionnaires, leurs numérateurs A^ qui sont entiers; de 
chercher des formules simples pour calculer ces numérateiu's ; enfin de 
rapprocher, comme nous venons de voir qu'on doit le faire, les deux 
développements de sécx et de tango?. L'honneur en revient, croyons- 
nous, à M. Catalan. 

Dans un article faisant partie de ses Notes d'Algèbre et d'Analyse ( * ), 
M. Catalan pose en effet, a priori, 

séco? = Gq H- Ga — -4- G4 7-j -f- Gfl ^ H > 

tango? = G, ^ -h G, fy H- G5 ^ + G, ~ -h • • • » 

(*) Extraits du Tome XLU des Mémoires de V Académie royale des Sciences 
de Belgique; 1877. 
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et, par cela seul, il établit, entre ces deux développements, le rappro- 
chement qu'il faut établir. De plus, il considère, comme on le voit, non 
pas le coefficient fractionnaire de a/'f mais le coefficient entier de 

jp- Enfin, par des considérations tirées des développements eux- 
mêmes, il obtient, pour calculer les nombres G, la formule 

2G„+, = C„GoG„-4- C^G,G;,_,H-C,,G2G«_2 + - • H- C^G,,Go, 

qui se confond avec celle que nous avons obtenue plus haut (6) pour 
le calcul des nombres A. 

Après ce travail de M. Catalan, il ne restait plus à découvrir que la 
signification combinatoire des nombres G, lesquels n'élaient encore dé- 
finis que par les développements mêmes où ils figurent. Ce problème 
est résolu par le présent travail. Il est clair, en effet, que les coeffi- 
cients G et les coefficients A ne diffèrent point. Or, d'après ce qui pré- 
cède, les nombres A possèdent une définition combinatoire très 
simple, très nette, et par conséquent une existence propre, indépen- 
dante de tout développement. 

Ainsi, la noiion des permutations alternées donne la signification 
combinatoire des coefficients des développements de séco? et de tango?, 
tout comme la notion des combinaisons simples donnait celle des coef- 
ficients du binôme. La meilleure manière de définir le coefficient de a?" 
dans le développement de ( I 4-0?)'", c'estde dire qu'il est le nombre des 
combinaisons simples de m objets n k n.De même, la meilleure ma- 
nière de définir le coefficient de — dans le développement, soit de 

tango?, soit de séco?, c'est de dire qu'il est la moitié du nombre des per- 
mutations alternées de n éléments. 



V. — Divas développements et séries, 

13. En tenant compte de la forme, facile à déterminer, des déve- 
loppements de coto? et de coséco?, s'appuyant sur les développements 
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obtenus (11) de séca? et de tango?, et s'aidant des identités simples 



I j: I JC 

cota7= "Cot tanff— ) 

o o. a O o 



coséco? = - cot - H — tans ~ ^ 



on arrive à ces deux développements : 

A| ^ A3 



cota? = — 



X 2^—1 I ! 2*— I 3! 2« — I 5! 

I 2 — i A, j? 2' — I A3 Jc' 2^ — I A5 x^ 

COSeCOJ = - 4- -5 ï -h -T 3 ÔT -»~ -6 1 FT H 

œ 2^ — 121! 2* — I 2'* 3 ! "T — I 2* 5! 

14. En difFérentiant par rapport à x les développements de tangx, 
cot.r, séco: et coséco?, on obtient les résultats suivants : 

séc^o" = A, -h A3 ^ -+- As |y -+- A, ^ -f- . . -, • 

,0 I A| A3 x^ A, j* 

cosec^ip = - ■ ' ' ' 



2'^ — I 2* — I 2 ! ' 2'' — I 4 î 

sécortangx=: Aj-^ -+-A4^ -f- A^^ -f- Ag— H » 

I 2 — I A. 2'^ — I A3 x^ 2^ — I Ag .r^ 
coseca? cota? = — ^ 7 7 -r -. r 77 

X' 2^ — 12 2* — l 2"* 2 I 2^ — I 2* 4 î 

15. En intégrant les formules qui donnent tangue, cota?, séca? et 
coséca:, et choisissant convenablement les constantes d'intégration, on 
arrive à ces développements : 

p2 'T»* /y»* 1^8 



Lcoso^ — — A,^ — "^^TT ""^'^ëT — *^^8T ' 



x'' A ^ 4 ^' 4 X"^ 

V 

|. .. j A, iT* A, a.* A-, x' A- X* 

l.&inx-i.x—- ^^—-^ — - -^—- ^ -- -^—- — - -^—- — 

T ^ J" T *27 2 — I A. .r^ 2' — i A3 x*" 

L tang L - = '- -- 4- i — 

^2 2 2* — 122! 2* — I 2^ 4 ' 

2* I Ag ^* 2"^ I A- ^* 

■+" ^ëlTT ^ 6! "*" 2»^=^ 2^ 8T "^ 
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16. En comparant les développements de séco?, tangj?, cota? et 
coséca- qui précèdent aux quatre formules connues : 



secj? = 7:> ^ 1 

tango? =- 2x\ 



4 



1 ^'M-iYj-jr' 



cota? = — h 2iP 



V 



a: Ldt^^ — ^*'ï^' 



1 



cosécj?= - -h 2a?\ -^ — -z-T, 



on obtient, pour toutes les valeurs de n entières et supérieures à zéro, 
les égalités suivantes : 

__i i_ . _i i__ ^ — 1 A,^ /!!\*'*"^' 

,»n-Hl 3î;»4-l "^ 52n-Hl ^2/1-^1"" "~2(2/l)!\2y ' 

I I I I I Aj„_, /irV" 

7ï^ -+- 32ÏÏ -*" 52ÏÏ -^ ^ -^ "2 (27r^^V27 ' 

I I I I I A,rt-i "ï^"* 

7«» "^ 2»« "^ 3«« "^ 4»" ^ ~" 2 (2/1— l)! 2»«— l' 

j J_^J L^ — a'^-'-i A,^,^ /Try 

,2/. 2Î/. "*" 31/1 ^2/1 -1 2*"— I (2/1 — 1)1 V2/ ' 

dont la troisième et la quatrième peuvent se tirer de la seconde. 

17. Toutes les formules (13, 14, 15, 16) de ce paragraphe étaient 
déjà connues; mais l'introduction du symbole A„, moitié du nombre 
des permutations alternées de n éléments distincts, leur donne, selon 
nous, un nouveau degré d'intérêt. 



/oitrn. de Math, (3* série), tome VU. — Mai i88i. 
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VI. — Remarques sur les fondions elliptiques, 

18. La fonction elliptique X(a7) satisfait, comme on sait, à l'équation 
différentielle 



(Êy='-(»-^*^)^*-^**^*' 



et se développe, suivant les puissances ascendantes de la variable x, 
sous la forme 



/•• /v»3 T** t*' 

X(a:)=^-P.fyH-P.fj-P,^4- 



dans laquelle P,, P^, P3, ... sont des polynômes déterminés, entiers 
par rapport au carré k^ du module. 

Or, Téquation différentielle qui précède nous montre que, lorsque 
^= I , la fonction X (a?) se réduit à l'expression — « lang/a?, dans laquelle i 
représente ^— i . Si nous nous reportons alors au développement 
donné plus haut (11) pour tangiP, et que nous représentions toujours 
par A„ la moitié du nombre des permutations alternées de n éléments 
distincts, nous voyons que, pour A = i, le développement de \[x) de- 
vient 

/•• .y»3 ff*i /ir«7 

A _ — A — --uA - A —-1 

Il s'ensuit immédiatement que, dans les polynômes P|, P,, P,, . . ., 
qui sont entiers en k^^ les sommes des coefHcients sont respectivement 
égales aux nombres A, , A 5 , A^ 

19. De même, les deux fonctions elliptiques fJL(a?), v[x) satisfont 
respectivement aux deux équations différentielles 
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et se développent respectivement sous les formes 

v(a?) = I - R, f! 4- Ra|î - R3 fî H- • •> 

clans lesquelles Q,, Qj, Q,, ..., R,, R„ R,, ... sont des polynômes 
entiers en k^ 

Or, on voit facilement que, lorsque A = i , chacune des fonctions 
/ji(a?), v(a?) se réduit à sécia:, la lettre «représentant toujours le sym- 
bole v'— I. 

Donc, lorsque ^ = i, chacun des développements précédents se 
réduit à 

/y»* **•% /**4 

•"" ^2! "^^ 4T "" •61 "^ 

Donc, dans les polynômes Q<, Qj, Q3, . .., comme dans les poly- 
nômes R,,'R2, R3, . . ., les sommes des coefficients sont respectivement 
égales à Aj, A4, Ao, ..., c'est-à-dire aux moitiés des nombres des 
permutations alternées de 2, 4> 6, ... éléments distincts. 



VII. — Propriétés des nombres A„. 

20. Le nombre A„ étant le coefficient de — j dans le développement 

soit de séca?, soit de tangor, la considération de ces développements 
fournit diverses égalités où figurent les nombres A,,. Nous ne considé- 
rerons parmi elles que celles qui nous paraîtront simples et intéies- 
santes. 

21. Reprenons la formule fondamentale 

(a) 2A„^. = C^AoA„-f-C;,A,A^_,-+-C;;AaA;^,H-...-f-C;;A^Ao, 
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que nous avons établie en commençant (6), qui subsiste pour toutes 
les valeurs de n supérieures à zéro, et oii les coefficients C^^, C,^, 
Cf^, .'. ., C^' sont ceux de la r^^^^ puissance du binôme. 

Celte formule constitue une relation du second degré entre les 
nombres A. Ce n'est point la seule relation de cette espèce qui existt* 
entre ces nombres; nous allons facilement en établir plusieurs autres. 

Pour cela, prenons simultanément les deux formules 

tang (^^ + -j = Ao ■+- A, -^ + Aj ^ H- A, 3; +• • •. 

/it x\ , . X . x^ . x' 

que nous avons déjà considérées (il). En les multipliant membres à 
membres, et remarquant que le produit des deux premiers membres 
est égal à l'unité, nous trouvons la formule 

(^) c:AoA„-c,:a,a„_. + c:a,a„^,-...±c;;a„a„ = o, 

qui est encore une relation du second degré entre les nombres A, où 
les coefficients C ont la même signification que dans la formule fonda- 
mentale, et qui se réduit à une identité évidente lorsque l'indice n est 
un nombre pair. 

Cette seconde formule, combinée avec notre formule fondamentale, 
nous fournit immédiatement les deux relations 

(y) A„^_, = G,, A„ A;, H- C^ A2A„_2 + C^A4A„_| -f- .., 

[u] A„4_i = C,, A, A,,_, 4- C,^ A3 A„__, H- C,^ A5 A„_5 -h . . . , 

dont la seconde a été donnée (* ) déjà par M. Catalan, dans le cas par- 
ticulier où n est un nombre pair. 

22. On trouve encore des relations du second degré entre les 
(*) Loc. cit. 



Digitized by VnOOÇlC 



SUR LES PKRMUTATIONS ALTERNÉES. l8l 

nombres A, en partant de l'identité 

(i -tangf ) tang(^ "^ f ) = ' -^ ^^^ëq' 
On arrive ainsi, en effet, aux deux relations 

(£) 2"'A,„=3C;„A,A,„_, + a»C,'„A,A,^3 -+-...+ a'—qr A,„_. A,. 



^"^ ' • oT* A A -4- j^oî/ï-ir^" A A 

qui ont été trouvées déjà par M. Catalan (*), et qui sont vraies pour 
toutes les valeurs de n entières et supérieures à zéro. 

La seconde de ces formules nous montre que, pour toutes ces mêmes 
valeurs de n, le nombre Aa,,^., est divisible par 2". C'est une propriété 
fort curieuse du nombre A 2^+1 • H s'ensuit que le nombre des permuta- 
tions alternées de aw -f- i éléments distincts est toujours divisible 
par 2"^*. 

23. Pour obtenir, entre les nombres A, des relations du premier 
degré, il suffit de partir des identités 

tango? cos.r = sinj?, 
sécorcosiT = I, 

d'y remplacer chaque ligne trigonométrique parson développement, 
puis d'égaler dans les deux membres les coefficients des mêmes puis- 
sances de X. On trouve ainsi, après quelques transformations très 
simples, les deux formules 

['^) ^2«H ^2«-Hl ^2«+f A««-l "^ ^2/1+1^2/1-3 . . .it C.^,,^, A, = (— l )", 

(5) C'„A,„-q„A„^, + Ci„A,„_,-...±C^::A.r^o. 



(') Loc, vit. 
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r^a première de ces deux formules montre immédiatement que, quand 
2/1 H- I est un nombre premier, A^^,^, — (— i)" est divisible par ce 
nombre. CVst là une propriété remarquable des coefficients du déve- 
loppement de tango?. 

24. On peut encore obtenir deux relations du premier degré en 
considérant les deux identités 

(i H- cos2a?)séc'a? = 2, 
(i H- cos2a?) séCtT tanga? = 2sin»r, 

et utilisant les développements obtenus plus haut (14) pour séc^xet 
pour sécj? tango?. On trouve ainsi 

y*) ^'1/1-1^2/1 — ^C^^.^Ajrt-jH- 2'Cjj„ jAj,,-! — ...± 2*''~'C2fl_,={-' i)"~ . 

25. Dans chacune des relations du premier degré qui précèdent, 
les indices des nombres A sont tous de même espèce : tous pairs ou tous 
impairs. On peut obtenir facilement l'expression de Aa^+i en fonction 
des A précédents d'indices pairs, et aussi celle de Ain en fonction des A 
précédents d'indices impairs. 

Considérons, en premier lieu, l'identité 

tangic = séciP sino?, 

remplarons-y chaque ligne trigonométrique par son développement, et 
identifions les résultats Nous trouvons 

^) A2„4^i = C«2„^, Aj,, Cjj^^, A2n-2-l- Cj,,^, Aj^_, — .. ^C^^^iAe- 

(considérons, en second lieu, l'identité 

sécop tanga? = séc^ic sin or. 



Digitized by VnOOÇlC 



SUR LES PERMUTATIONS ALTERNÉES. 1 83 

et identifions encore les résultats qu'on obtient en remplaçant par son 
développement chacune des quantités séca? tanga?, séc^ j? et sino?. Nous 
arrivons à cette nouvelle formule, 

26. Enfin on peut obtenir une relation du premier degré où figurent 
tous les indices consécutifs n, n — i , n — 2, — En partant, en effet, 
de Tidentiré 

tang(^^ H- - j (^cos - - sin - ) = cos - + sin -, 
on parvient à l'égalité 



/? étant Ja partie entière de la fraction 



n 



27. Toutes les formules qui précèdent peuvent être employées au 
calcul de proche en proche des nombres A, mais elles ne sont pas toutes 
également commodes. 

Parmi celles du second degré, les plus commodes sont les for- 
mules (7) et(ô). Elles permettent chacune de calculer les nombres A 
environ deux fois plus vite que par la formule fondamentale (a). Elles 
offrent cet avantage évident de ne présenter à leurs seconds membres 
ni signes — , ni dénominateurs. On leur peut reprocher d'exiger, pour 
chacun de leurs termes, deux multiplications. 

Parmi les formules du premier degré, les plus commodes sont les 
formules (>?), (5), (X), (ju.). Elles ont le défaut de contenir des signes — , 
mais leurs seconds membres sont exempts de dénominateurs, et 
chacun de leurs termes n'exige qu'une seule multiplication. 

On peut comparer enfm les degrés de commodité des formules (y ; 
et (5) d'une part, et des formules (yj), (9), (X) et (|ui) de l'autre. I^ 
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raisonnement semble insuffisant pour décider lesquelles sont les plus 
avantageuses. Je pencherais néanmoins pour les formules (y) et (5), 
([ui sont du second degré, mais où les calculs s'effectuent sur des 
nombres plus petits. 

28. Les formules qui précèdent se déduisent toutes d'identités rela- 
tives aux deux fonctions séca? et tanga:. En considérant les identités 
analogues relatives à coséca? et à .cota?, on obtiendrait d'autres for- 
mules, en général beaucoup moins simples que les précédentes. 

(les nouvelles formules d'ailleurs, de même que celles qui précèdent, 
pourraient servir à leur tour de points de départ pour de nouvelles 
recherches. Les nombres A sont liés, en effet, les uns aux nombres de 
Bernoulli, les autres à ceux d'Euler. A chaque relation entre les 
nombres A correspond donc une relation entre ces divers autres 
nombres, laquelle évidemment peut servir à les calculer. 
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Développement d'une fonction h une seule variable, dans un 
intervalle donné, suivant les valeurs moyennes de cette 
fonction et de ses dérivées successives dans cet intervalle; 

Par m. h. LÉAUTÉ. 



La solution des problèmes ordinaires de Mathématiques consiste 
habituellement dans le calcul d'une inconnue au moyen de quantités 
données, et peut, en général, se ramener à la détermination d'une 
fonction assujettie à certaines conditions. 

En Analyse, on regarde la question comme résolue lorsqu'on con- 
naît complètement cette fonction, c'est-à-dire lorsqu'on est à même 
d'obtenir toutes les valeurs qu'elle peut prendre pour toutes les valeurs 
réelles ou imaginaires de la variable. 

Il n'en est pas ainsi en Mécanique appliquée. Les seules valeurs de la 
variable à considérer sont alors les valeurs réelles, et, dans la plupart 
des cas, il suffit de déterminer la fonction cherchée dans un certain 
intervalle que fixent les conditions mêmes du mécanisme étudié. 

C'est là une propriété caractéristique des problèmes de Mécanique 
appliquée. 

Mais, au point de vue pratique, il en est une autre non moins im- 
portante. La valeur numérique de la fonction inconnue est seule utile 
et l'on doit regarder comme équivalentes, dans les applications, toutes 
les solutions donnant le même degré d'approximation. 

En d'autres termes, la forme analytique de la fonction cherchée est 

Journ, de Math, (3<^ série), tome VII. — Jcin 1881. ^4 
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presque sans intérêt, et l'on doit se préoccuper surtout de l'approxi- 
mation obtenue. 

I^s considérations suivantes justifient cette manière de voir. 

Tout d'abord la solution rigoureuse de la question, si l'on pouvait 
l'avoir, ne saurait être réalisée en pratique avec une exactitude parfaite 
et ne vaudrait pas mieux, par suite, que toute solution approchée don- 
nant précisément le degré d'approximation auquel l'état actuel de l'in- 
dustrie permet d'atteindre. 

En second lieu, les équations d'un problème quelconque de Méca- 
nique appliquée sont toujours approximatives, car on est obligé de 
faire certaines hypothèses sur la constitution et la manière d'êlre des 
corps qui composent le mécanisme. La solution analytique de ces 
équations n'est donc pas, en fait, d'une exactitude absolue. 

Enfin, la condition à laquelle est assujettie la solution trouvée d'être 
réalisée ensuite pratiquement exige que les résultats auxquels on 
arrive soient suffisamment simples. Cette condition seule serait de na- 
ture à faire abandonner la solution exacte du problème, si l'on pouvait 
l'obtenir, pour une solution approchée d'une application plus facile 
qui, en raison même de cette facilité d'exécution, se trouverait donner 
finalement une précision plus grande. 

Si Ton considère, en outre, qu'en raison des difficultés de calcul il 
est souvent impossible d'arriver à la solution analytique rigoureuse, 
on comprendra l'intérêt que présente, en Mécanique appliquée, 
l'étude des solutions approchées, et de quelle utilité est leur emploi. 

Mais cet emploi exige certaines précautions. 

On sait, en effet, que les équations approchées ne peuvent pas, en 
général, être différentiées sans qu'il en résulte des erreurs dépassant 
les limites admissibles. On peut presque toujours, au contraire, les 
intégrer sans s'écarter de Tordre d'approximation qu'elles comportent. 

Il suit de là que les formules approchées dont on dispose en Méca- 
nique appliquée sont surtout propres à fournir les valeurs moyennes ( * ) 
des quantités qui y figurent. 

(*) Nous appelons valeur moyenne àe /{jc) dans rinlervalle de a à 6 la qiian- 
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Il faut donc éviter les differentiations dans le calcul des inconnues 
du problème, et il y a toujours avantage à exprimer ces inconnues à 
l'aide des valeurs moyennes des quantités dont elles dépendent. 

En particulier, dans le cas le plus simple où l'inconnue ne dépend 
que d'une seule variable, il y a intérêt à substituer au développement 
de Maclaurin, où entrent les valeurs de la fonction et de ses dérivées 
successives en un point déterminé, un autre développement procédant 
suivant les valeurs moyennes de la fonction et de ses dérivées dans l'in- 
tervalle que l'on considère. 

C'est ce développement que nous allons indiquer, et les considé- 
rations qui précèdent montrent de quelles applications il est suscep- 
tible. 



I. — Détermination du polynôme en x de degré n tel que sa valeur 
moyenne et celles de ses n premières dérivées successives, dans un inter- 
valle donné, soient égales à n H- i quantités données. 

Désignons par j le polynôme cherché, par Yo, Y,, . . ., Y;, les valeurs 
fixées pour les valeurs moyennes, dans l'intervalle considéré, de ce po- 
lynôme et de ses n premières dérivées; par aet b les valeurs de la va- 
riable X, qui limitent cet intervalle, b étant la plus grande. 

On doit avoir, par définition, 



ZT^ f ydx=^Y,, 



I r'^v , _Y 



— aj dx'' "' 



mais, le polynôme j' étant pris sous la forme 

r = A,-j-i-A,— — r+-.-4- A„, 
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les équations de condition ( i ) deviennent 

A„ — ^j-p- +A, ^^_^, -f,..,4,A^^, -^^(&-fl)Y,, 

> 

Ao^ =(*-a)Y„. 

et l'on en déduit 

Ao = K.,j Y„, 



(2) 



A I — Kj j Y„ + K2,i Y^_, , 
» 



les quantités K<^,, Ka., . . ., K;,+|^„^., étant des coefficients numériques. 
MuUiplions la première équation (2) par — » la seconde par — — — ^ » • • • » 
la dernière par l'unité, et ajoutons, nous aurons 

ou 

j.= P,Yo4-P|Y,+...H-P„Y„, 

les quantités Po, P|, . . ., P^ étant des polynômes en x de degré égal à 
leur indice, et que nous désignerons sous le nom de polynômes auxi- 
liaires. 

Il est clair, d'après le raisonnement même qui vient d'être fait, que 
les polynômes auxiliaires sont indépendants des valeurs de Yq, Y,, ..., 
Y„ que l'on s'est donné, et ne dépendent que des limites aeib consi- 
dérées. 

Le polynôme y cherché est ainsi déterminé par l'équation qui pré- 
cède, et le problème posé se ramène à la recherche des polynômes P. 

Nous allons chercher la loi de formation de ces polynômes. 



Digitized by VnOOÇlC 



DÉVELOPPEMENT d'uNE FONCTION A UNE SEULE VARIABLE. 1 89 

I 

IL — Détermination des polynômes auxiliaires. 

Afin de simplifier les calculs, nous supposerons que les limites de 
l'intervalle dans lequel varie x sont — A et -h A, c'est-à-dire que nous 

changerons a; en a? H j après avoir posé b -— a=^ ih. 

Les équations de condition ( i ) deviennent alors 



(3) 



où il faut supposer 



J 

7 = P,Y. + P,Y,+... + P„Y„ 



On en déduit, en tenant compte des degrés respectifs des polynômes 
"0» "•» • • •» "»' 

^^ — ^^ ^t~^ A^ Ij-t-. . .-t- . 1„, 



dx dx "* 

d}y _ 

dx* ~ 


^ dx "»^ 

rf«P,Y . 

dx*^*^- 


" ' dx ""• 
d*P 
•^ dx* *«' 


rf»7_ 
dx" 




rf»P„Y 
dx'^ '"' 



et, par suite, les équations (3) peuvent s'écrire : 
^0 r^odoo-hY, r F,dx-\-Y^r P,eir4-...-hY« f P„efe= 2AY0, 

J h ^- h ^-k ^- h 



'* rf«P, 

dx* 



Y, r ^^dx + .. -H Y. 



'rf^p» 



J^^"-^'dœ=^hY,, 



> 
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Ces relations doivent être satisfaites, quelles que soient les valeurs 
données pour ¥«, Y,, . ., Y„; elles entraînent, en conséquence, les 
équations suivantes : 

p-^h p-^h p-^h p-^-k 

f F^dx=2h, f Ftdœ = o, f V^doo = o, ..., / P„dx=:o, 

*. 1 

Ces équations suffisent pour déterminer les polynômes auxiliaires, car 
pour chacun d'eux on a un nombre d'équations égal à son degré aug- 
menté d'une unité, c'est-à-dire égal au nombre de ses coefficients. 

Elles montrent que chaque polynôme P est indépendant du degré n 
du polynôme y que l'on veut former, et ne dépend que de son degré à 
lui-même. Les polynômes auxiliaires forment donc une suite indéfinie 
parfaitement déterminée. 

Ceci posé, remarquons que, si nous considérons les n équations 

qui déterminent -~9 elles sont identiques aux n équations 






qui déterminent P;,_, ; on a, par suite, 

dP 






chaque polynôme P est donc la dérivée de celui qui le suit 
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C'est là une propriété fondamentale des polynômes auxiliaires, pro- 
priété qui les fait rentrer dans la classe des polynômes étudiés par 
M. Appell ( * ) et définis par la relation 

Nous reviendrons plus loin sur ce point. 

Pour le moment, nous chercherons à calculer les polynômes en ques- 
tion, et, dans ce but, nous les prendrons sous la forme 

On voit tout d'abord que, par suile de la forme particulière choisie 
pourP„, les coefficients Bo, Bf , . . ., B^, forment une suite indépenriante 
de Tindice du polynôme P que Ton considère, c'est-à-dire qu'ils sont 
les mêmes dans tous les polynômes P où ils entrent. 

En effet, puisque P;,_| est égal à -^> on a 

et les coefficients sont bien les mêmes que ceux de P„. 

Le problème revient donc à déterminer la suite des coefficients 
Bq, B|, . . ., B„. 

m. — Loi deformation des coefficients des polynômes auxiliaires. 
Fonction génératrice de ces coefficients, 

I^s n -h I équations qui déterminent P„ sont, comme nous l'avons 
vu, 

^ P„dx = o, J -^ûtr = o, ..., 



'^rf«-*P„ , _ r-^^rf«P 



X7^?'^=o. f/^'^-^''- 



(*) AppelL) Sur une certaine classe de polynômes {Annales de l'École Nor- 
male, 2* série, l. IX; 1880). 
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elles peuvent s'écrire, en raison de la forme choisie pour P„, 

h"^,(_^_^. B, ^...^ B^\ ^_^^„,./ B^_ B. ^^B,y 

\ /è -i- 1 ! ni I / ^ ' \/4 -M ! ni i / 

\ ni n — il \ J ^ ' \ ni n — \l ^^1/ 
j 

On déduit de ces équations^ en partant de la dernière et opérant de 
proche en proche, 

Bo=i, B, = 0, ^-i- — = 0, ^4- — = 0, ..., 

et, en général, si /^ est pair, 



(■';) 








B, 
p-x 


! p-i 


\ 
7 + 


1 


^=0, 


et si 


P 


est 


impair, 












(6) 








B. 


^/>— 2! 


+ •• 


1 


= 0. 



Ces relations montrent que les coefficients B©, B,, . . ., B„ sont indé- 
pendants des limites A et — A considérées, et que ce sont, par suite, 
des nombres. De plus, B, étant nul, tous les coefficients d'indice im- 
pair le seront aussi, c'est-à-dire que, dans chaque polynôme P, les puis- 
sances successives de x iront en décroissant de deux unités. 

Cherchons la fonction génératrice des coefficients B^,, Bj, . . .; cette 
fonction est définie par l'équation 

9 [x] •= B^, 4- Bao:^ -h ... -h Bj^x*^ -f- . . . ; 

multiplions respectivement les deux membres par les deux membres 
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de l'identité 



e^ -\- e-'^ 



X* jr- 



= ^-^31 + 57-^ 



nous aurons 



?(^) 



e^-^ e-^ 



— BniT-f-B 



B. 


^'-+-B, 


Bo 

3! 


^3! 




^5! 



a?" 



27-M î 



B 



27 
3! 

Bi,7-V 



Bo 



2<7H-i! 



a;-^^^-4-.... 



Or, d'après la relation (6), le coefficient de x^"^-^* est nul; on a donc, 
puisque B^, est égal à l'unité, 

?(^)— ^ =^' 

ce qui donne, pour la fonction génératrice cherchée, 

et conduit, pour la valeur d'un coefficient quelconque Ba», à l'expres- 



sion 



— [=^1 



Telle est l'expression générale des coefficients des polynômes auxi- 
liaires; calculons maintenant la fonction génératrice de ces poly- 
nômes. 

IV. — Fonction génératrice des polynômes auxiliaires. 

Il nous suffira de chercher la fonction génératrice i^{xz) des poly- 
nômes de degré impair, car nous en déduirons immédiatement celle des 

Jottrn. de Math, (3" »érie), tome Vil. — Juin i88i. ^5 
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polynômes de degré pair. En effet, chacun de ces derniers étant la dé- 
rivée du polynôme de degré impair dont le degré est supérieur d'une 
unité, il est clair que, pour avoir leur fonction génératrice, il suffira de 
diviser par z la dérivée de vj/(a7s) par rapport à a;. 
I^ suite des polynômes de degré impair est 



Bo^, BofJ + B,Â^^, BoS-hB^A^y 



B, 



03,-1- *-2' 
» 2/? 4- I ! 



I 






B,A^ 



2/. f 4-. . .-f- BjpA^''-, 

^ ip — ix ^P I 



la fonction génératrice cherchée ^[xz) peut donc se mettre sous la 
forme 



t(;rz) = B,f 



A5 + B,J 



B 



ij)' 



^ 3! 



ùc 



(Aj)'+B.J 



B, 



3! 



(/'^)*-H-- + B,4 



Ceci posé, formons l'expression 

et multiplions-la membre à membre par 



B 



2/^~2 



(S)' 



3! 



•B»P-4(î) 



B, 



B, 



ip — I ! 



2/? +1 I 



(A: 



\2/»-f-l. 



B2^(As)^/'4-,.., 



e^z^Q-xt 



:a?S-h 



JT»;;» 



3! 
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nous aurons 



tf{hz) 



g»XZ g,—XZ 



^^•f 



hz 



^*Â 



+ B, 



•6)' 



3! 



[hzY 






B 



ip-2 



(iï 

3! 



(A^)^^^'-i-..., 



c'est-à-dire 



et, par suite, 



^[xz) 



9(^2) ; =^{^z), 






^hz^Q-hz 



e«*-- e 



(i après la valeur que nous avons obtenue précédemment pour la fonc- 
tion 9 génératrice des coefficients. 

La fonction ^[xz)^.^\. relative aux polynômes de degré impair; pour 
en déduire la fonction x(a?z) génératrice des polynômes de degré pair, 
il suffit, comme nous Tavons dit, de poser 



on en déduit 



f V I d^{xz) , e^z_^g^xz 



1 2/J-v-l 



~L dz^- J^o 



Il est clair que les deux formules obtenues rentrent l'une dans Tautre, 
et que Ton peut prendre pour fonction génératrice des polynômes auxi- 
liaires, quelle que soit la parité de leur degré, 

'ihz -., 

6 ' 

f,hz f,—hz • 
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on a ainsi, pour expression générale des polynômes P„, 






V. — Propriétés caractéristiques des polynômes auxiliaires. 

Les polynômes auxiliaires dont nous venons de trouver la fonction 
génératrice jouissent de deux propriétés qui nous ont servi à les déter- 
miner, et sur lesquelles il est utile que nous insistions. 

Ces deux propriétés sont les suivantes : 

1° Chacun des polynômes est la dérivée du polynôme de degré im- 
médiatement supérieur; 

2*^ La valeur moyenne, dans l'intervalle considéré, d'un polynôme 
quelconque, est égale à zéro, sauf pour le premier dont la valeur 
moyenne est égale à l'unité. 

La méthode même que nous avons suivie pour la détermination des 
polynômes auxiliaires montre que les deux propriétés dont il s'agit sont 
caractéristiques de ces polynômes, puisque c'est en nous appuyant sur 
elles seulement que nous avons pu les trouver 11 peut n'être pas sans 
intérêt de démontrer directement ce point important. 

Pour cela, remarquons que, d'après la relation 

^"-^ = 11' 
la fonction génératrice de ces polynômes est de la forme 

ainsi que l'a démontré M. Appell (*). 
On a donc 

(*) Appell, loc, cit. 
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Prenons la valeur moyenne des deux membres^ on obtient, d'après 
la seconde propriété, 

^(s)(moy.O-î=i* 



et comme 



on en déduit 



, ohz o—hz 



2/1; 



e"'-— e- 



^(-)=" ^TTTZTJ^' 



ce qui donije, pour la fonction génératrice. 



^hz. 



—.^-■^ 



expression trouvée précédemment. 

Nous indiquerons, pour compléter Tétude des polynômes auxiliaires, 
certaines propriétés particulières qu'ils présentent. 

Il a été démontré au § III que ces polynômes avaient tous leurs 
termes de même parité; nous savons, de plus, que leurs valeurs 
moyennes dans Tintervalle de — A à + A sont toutes nulles, sauf en ce 
qui concerne le premier. Si donc nous prenons un polynôme de degré 
impair autre que celui-là, il devra avoir des valeurs de signes con- 
traires |)our — A et H- A d'après la première propriété rappelée, et des 
valeurs égales d'après la seconde. 

Il en résulte que tous les polynômes de degré impair admettent pour 
racines — A, zéro et -l- A, excepté le premier qui, ainsi que nous Tavons 
vu, est égal à x. 

Quant aux polynômes de degré pair qui sont les dérivées de poly- 
nômes de degré impair, ils auront tous, d'après le théorème de Rollc, 
au moins une racine réelle comprise entre — A et zéro, et au moins 
une entre zéro et -+- A, 

Il est d'ailleurs facile de reconnaître que les polynômes auxiliaires, 
quelle que soit la parité de leur degré, ne peuvent avoir dans l'inter- 
valle de —A à -f- A d'autres racines réelles que celles indiquées. En 
effet, considérons l'un quelconque d'entre eux, P„ ; ses dérivées succes- 
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sives sont ?;,_, , P^-s» . . . , Pm Pq ; si Ton substitue dans P;^_, , ?;,-$, . . . r P» 
les quantités — A et H- A, les résultats obtenus sont égaux s'il «'agit 
d'un polynôme de degré pair, et sont nuls si c'est un polynôme de 
degré impair que l'on considère. Il n'y a donc pas de variation perdue 

jusqu'à Pa qui, étant égal à — 5 — | — > est positif pour — A et H- A. Mais 

P, passe de la valeur —A à la valeur -f-A et P^, reste égal à l'unité; 
deux variations sont par suite perdues et, d'après le théorème, de 
Fourier, il y a, au plus, deux racines réelles dans l'intervalle consi- 
déré. 

Nous ajouterons, pour terminer l'étude de ces polynômes, qu'ils n'ont 
pas forcément toutes leurs racines réelles. On constate aisément que 
le polynôme P^ a quatre racines imaginaires représentées par 



.=±*0±îi=i 



\ l. — Déifeloppemenl d'une /onction dans Vinlen^alle de — h à '\- h 
en série de polynômes auxiliaires. 

Nous avons établi, dans la théorie qui précède, que pour former le 
polynôme de degré n tel que sa valeur moyenne et celle de ses n dé- 
rivées successives dans l'intervalle de — A à -f- A soient des quantités 
données Y^, Y<, . . ., Y„, il suffisait de former l'expression 

P,Y,4-P.Y,4-...+ P„Y„, 

où Po» Pf» • •> P« sont les polynômes auxiliaires que nous savons cal- 
culer. 

Nous avons reconnu de plus que ces polynômes formaient une suite 
indéfinie et que chacun d'eux était indépendant du degré de polynôme 
que Ton voulait former. 

Il résulte de là que nous pouvons étendre indéfiniment le dévelop- 
pement auquel nous sommes arrivé et représenter une fonction qucl- 
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conque de x, clans l'intervalle de —A à H- ^, par la série 

, = P.(mo.v.r« + P,(n>o,,g):>P,(.„,..g)*V.... 

Nous indiquerons ici les premiers termes de ce développement en 
remplaçant Po, P, par leurs valeurs oblenues plus haut, 

y = (moy. j).,4- 3^ (^moy, ^ j_^+ -^^ (^moy. ^,) ^^ 

+ 3.3! r«>'- ?^)_.+ 34^^ Hy- .71^ )-. 

-^ 3.5! r ^y- ^0-A 






3.6! V"'"^-^^V 



1 -^ ' 



/ d?Y\^*' 



On voit que, lorsque Tintervalle con^idéré diminue indéfiniment, 
c'est-à-dire lorsque h tend vers zéro, la série précédente devient celle 
de Maclaurin, ce qui pouvait se prévoir a priori. 

Dans la plupart des questions de Mécanique appliquée, il suffira 
d'employer les deux ou trois premiers termes du développement. 

Cela revient à remplacer la courbe représentatrice de la fonction in- 
connue soit par une droite comprenant la même aire totale et parallèle 
à la corde extrême, soit par un arc de parabole à axe vertical, détachant 
une aire équivalente, ayant sa corde extrême parallèle à celle de la 

courbe, et tel que la valeur moyenne de y^ soit la même que celle qui 

correspond à la courbe. Dans les deux cas, la ligne substituée à la 
courbe réelle traverse donc cette dernière de manière à déterminer 
une surface équivalente et à avoir la même direction moyenne. 

Il en résulte que les erreurs à craindre dans Tinlervalle considéré 
seront, en général, moindres que si Ton eût fait usage de la formule de 
Maclaurin. 

Cette formule, en effet, qui donne une grande approximation dans 
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les environs du point de départ, expose à des erreurs très sensibles dè& 
que l'on s'éloigne de ce point particulier. 

Or, dans les questions de Mécanique pratique, c'est surtout la marche 
générale du phénomène qu'il importe de saisir plutôt que son expres- 
sion exacte en un point donné. Aussi conviendra-t-il, dans la généralité 
des cas, d'employer de préférence le mode de développement que nous 
venons de faire connaître. 
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Remarques sur les Mémoires relatifs à la théorie de la lumièrCy 
renfermés dans les Exercices d'analyse et de Physique 
mathématique de Cauchy ; 

Par m. Emile MATHIEU. 



Il y a plus de dix-huit ans que, m'occupant de la théorie de la 
lumière, je lus pour la première fois, dans les Exercices d'Analyse et 
de Physique mathématique de Cauchy, les Mémoires qui sont relatifs à 
cette théorie et que j'en vérifiai tous les calculs avec le plus grand soin. 
Cette lecture me conduisit presque immédiatement ^ faire différentes 
remarques sur cet Ouvrage, et je les communiquai, à cette époque, à 
Poncelet, qui m'engagea à plusieurs reprises à les publier dans les 
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, Cependant je ne 
pus me résoudre alors à publier des critiques sur le travail d'un géo- 
mètre qui s'était acquis tant de réputation. 

J'ai encore de cette époque plusieurs manuscrits sur la théorie de la 
lumière, et j'ai publié postérieurement un travail sur cette théorie 
[Mémoire sur la dispersion de la lumière [Journal de Mathématiques, 
1866, et Annales de Chimie et de Physique, l\^ série, t. X)]; toutefois, 
jusque dans ces derniers temps, je n'avais pas rédigé les remarques cri- 
tiques dont je parle. Étant aujourd'hui plus connu dans la Science, je 
ne me crois plus obligé à lamême circonspection, et j'ai pensé qu'elles 
pourraient avoir encore quelque intérêt, précisément à cause de la célé- 
brité du géomètre auquel elles s'adressent. Ces réflexions portant sur- 

Journ. de Math. (3* série), tome Vil. - Jui» 1881. ^6 
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tout sur des considérations physiques ou mécaniques, j'ai pu les 
retrouver sans peine, et mes souvenirs, au bout de dix-huit ans, ont été 
assez précis pour que la Note que je publie diffère peu, je crois, de 
celle que j'aurais publiée à cette époque. 

Ces remarques sont si faciles, que je suis porté à croire que plusieurs 
géomètres se les sont faites à eux-mêmes; mais, comme elles ne parais- 
sent pas avoir été publiées, elles peuvent avoir encore quelque utilité. 

Premier Mémoire, — Quoique ce Mémoire ait pour titre : Sur les 
mouvements infiniment petits d'un système de molécules sollicitées par des 
forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, le but de Tauteur est d'établir 
les principes de la théorie mathématique de la lumière. 

Après avoir établi les équations différentielles du mouvement, et 
après avoir supposé que la constitution du système donné de molé- 
cules est partout la même, il imagine des ondes planes qui se propagent 
parallèlement à elles-mêmes, et dont le mouvement satisfait aux équa- 
tions différentielles; les déplacements Ç, yj, Ç de chaque molécule se 
trouvent être des expressions trigonométriques de la forme 

acos[ux -]-çy -i- wz — st), 
b cos[ux '\- vy -^ wz — st)y 
ccos[ux -{-vy -{-wz — st), 

multipliées par une même exponentielle 

K, S sont des constantes et R est la distance de la molécule vibrante 
au plan 

(a) Ua?-t-Vx-hWz = o. 

D'après ces formules, le mouvement se propageant en ondes planes 
parallèles au plan 

ux -h {fy-hwz = o. 
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chaque molécule décrit, en gènèraU une ellipse dont Tauteur donne les 
équations. 

Or, il est aisé de voir que le mouvement vibratoire elliptique ne peut, 
en général, se propager dans un cristal. Si, en effet, un rayon polarisé 
elliptiquement tombe, par exemple, sur un spalh d'Islande, on sait que 
ce rayon, en pénétrant dans le cristal, se décompose en deux rayons. 
Tun ordinaire, l'autre extraordinaire, et en général un rayon tombant 
sur un cristal uniaxe ou biaxe se décomposera en deux rayons dont 
les vibrations seront rectilignes et correspondront à deux ondes planes 
différentes. 

Si un milieu est isotrope ou que la propagation du mouvement dans 
Téther s'effectue de la même manière dans tous les sens, un rayon po- 
larisé elliptiquement en tombant sur ce corps donne un rayon réfracté 
qui est aussi polarisé elliptiquement; mais alors il est inutile de consi- 
dérer comme simples ces ondes à vibrations elliptiques, puisqu'elles 
peuvent être considérées comme la superposition de deux ondes planes 
simples à vibrations rectilignes, de phase différente et rectangulaires 
entre elles. 

A la vérité, certains cristaux sont doués du pouvoir rotatoire et des 
vibrations elliptiques peuvent s'y propager ; mais il est bien aisé de voir, 
que les équations de Cauchy ne peuvent convenir à ces milieux. En 
effet, si dans les équations de Cauchy, 



(«-S)? 



^.-^;^ç = ^-|. 



du dv dudw 

etc., 

on exprime que le milieu est isotrope, et que par conséquent ces 
équations ne changent pas de forme par une transformation de coor- 
données rectangulaires, alors, d'après un calcul extrêmement facile, 
longuement développé par Cauchy (p. loi à i23), on reconnaît que 5 
et Q sont des fonctions de a^H- ç^'-f- w^ et (uo/rp. 187 à 142) il ne se 
produit que deux ondes planes simples parallèlement à un plan donné, * 
l'une dans laquelle la vibration est transversale, l'autre dans laquelle 
la vibration est longitudinale. Or, si Ton prend une dissolution douée 
du pouvoir rotatoire, elle peut évidemment être considérée comme un 
corps isotrope, et il résulte des idées de Fresnel, qui ont été sur ce 



Digitized by VnOOÇlC 



204 É. MATHIEU, 

point adoptées par tous les physiciens et les géomètres, que, parallè- 
lement à un plan donné, il se propage dans ce corps deux ondes planes 
dont la vitesse de propagation est différente, et dans lesquelles la vibra- 
tion est transversale et circulaire. Ainsi, sans êlre obligé aucunement 
de former les équations différentielles relatives au pouvoir rotatoire, on 
reconnaît que les équations de Cauchy ne peuvent expliquer ce phé- 
nomène, même dans le cas le plus simple. 

Portons maintenant notre attention sur le coefficient par lequel se 
trouvent multipliées les composantes!, >?, Ç de la vibration, et qui a 
pour valeur 



^^\c-^', 



R étant négatif et R étant la distance de la molécule vibrante au plan 
dont Téquation esl (a). Le facteur e"^' est étranger aux phénomènes 
de la lumière; la quantité de la lumière qui se propage ne doit pas non 
plus varier, par suite de Textinction, comme e^^^ mais comme e*"'"'*, 
r étant la distance de la molécule au plan 

parallèle aux ondes, comme on peut le démontrer par un raisonne- 
• ment élémentaire employé dans les Ouvrages de Physique ; de plus, 
le coefficient m peut varier avec les quantités m, v, iP, qui déterminent 
le plan [b) et la longueur d'ondulation de la lumière. 

Mais ce que je veux surtout faire remarquer, c'est que les équations 
différentielles de Cauchy doivent être considérées a priori comme ne 
pouvant s'appliquer qu'au mouvement de la lumière dans les corps 
parfaitement diaphanes, et, par suite, comme impropres à tenir compte 
de Textinction de la lumière. 

En effet, quand un rayon de lumière se propage en s'affaiblissant, 
c'est qu'une portion de la lumière ou, ce qui est la même chose, de 
chaleur rayonnante se change en chaleur obscure en se fixant dans le 
corps. Si nous supposons que le mouvement se propage en ondes 
planes d'une certaine couleur ou d'une durée de vibration déterminée, 
alors, quand l'onde passera d'une position à une position suivante infi- 
niment voisine, une partie du mouvement se propagera sans changer 
de nature et en conservant la même durée de vibration , une autre 
partie changera de nature. 
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De ces deux phénomènes, on peut n'en examiner qu'un seul, le 
premier, qui est le plus simple, mais c'est à la condition d'introduire 
dans les équations différentielles des termes qui tiennent compte de 
l'absorption de la lumière, ainsi qu'on tient compte en Mécanique des 
frottements, sans être obligé de connaître exactement leur nature. Il 
faudra donc, pour avoir égard à l'absorption de la lumière, introduire 
dans les équations différentielles des termes analogues à ceux que Navier 
a fait entrer dans les équations différentielles de l'Hydrodynamique, afin 
d'avoir égard à la cohésion des liquides. Ce n'est qu'à cette condition 
qu'on pourra introduire dans les intégrales du mouvement vibratoire 
le coefficient e""^ dont j'ai parlé ci-dessus, et qui exprime l'extinction. 

Ainsi, on reconnaît que les équations de Cauchy ont une généralité 
qui est étrangère aux phénomènes de la Physique. En général, un 
mouvement simple par ondes planes se ferait d'après ses équations 
avec vibrations elliptiques, ce qui est contraire au phénomène ordi- 
naire de la double réfraction, et ses équations ne peuvent expliquer 
la polarisation rotatoire, quand la vibration est effectivement circu- 
laire ou elliptique. Enfin ses équations sont tout à fait impropres à ex- 
primer l'extinction de la lumière. 

Deuxième Mémoire, p. 33. — II a pour titre : Sur les mouvements in^- 
niment petits de deux systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement. 
Comme le dit l'auteur à la page 37, son but, en exposant ce travail, 
est dans l'application qu'il croit qu'on en peut faire à la théorie de la 
lumière, en supposant que l'un des deux systèmes soit celui des mo- 
lécules d'éther et l'autre celui des molécules du corps renfermant cet 
éther. Rien n'est plus naturel que de faire cet essai; mais, si on l'opère, 
on peut reconnaître au moins, lorsque le corps est parfaitement dia- 
phane, que, pour rendre compte des phénomènes de la lumière, il faut 
admettre que les molécules du corps n'ont aucune action dynamique 
sur l'éther, mais seulement une action statique qui change son élasti- 
cité d'une manière variable avec la direction. 

Comme je ne veux point exposer ici une théorie de la lumière, je ne 
m'arrêterai pas à cette question, non plus qu'à démontrer que les équa- 
tions de Cauchy pour un seul système de molécules ne peuvent ex- 
pliquer les phénomènes connus de la double réfraction. 
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Troisième Mémoire, p. i o i . — Sur les mouvements infiniment petits dont 
les équations présentent une forme indépendante des trois axes de coor- 
données supposées rectangulaires ou de deux d'entre eux. 

Ce Mémoire est très facile et ne donne lieu à aucune remarque. 

Quatrième et cinquième Mémoires, p. 1 33-178 et 212-269, qui traitent 
de la réflexion et de la réfraction pour les milieux isotropes. 

J'ai expliqué ci-dessus que les équations de Cauchy sont impropres 
à exprimer l'extinction de la lumière. Page i4o, revenant sur les for- 
mules du mouvement simple dans le cas où le milieu est isotrope et où 
la propagation des mouvements vibratoires s'y effectue en tous sens de 
la même manière, il suppose que, les ondes planes se propageant paral- 
lèlement au plan 

[b) ux -hvy -hwz = o, 

l'extinction de la lumière varie avec la distance R à un autre plan 

U^ -f- V7 -H Ws = o. 

Il est cependanten quelque sorte plus évident encore, quand le milieu 
est isotrope, que cette extinction ne peut dépendre que delà distance r 
au plan [b). J'ai montré ci-dessus que le coefficient qui exprime l'ex- 
tinction est delà forme e'*'"'*, m ne dépendant que de a, f', W] dans un 
corps isotrope, m ne dépendra plus que de la seule quantité a^H-ç'^-f-w^'. 

Mais arrivons au point le plus important de ces deux Mémoires. 
L'étude que l'on se propose dépend entièrement de ce qui se passe à la 
séparation des deux milieux, et il paraît indispensable aussi bien pour 
les géomètres que pour les physiciens d'entrer à ce sujet dans des con- 
sidérations mécaniques; cependant Cauchy préfère y substituer des 
hypothèses purement analytiques, qui n'ont rien d'obligatoire, en s'ap- 
puyant sur un Mémoire qu'il a publié ailleurs {Comptes rendus des 
séances de r Académie des Sciences, 1839, i*** semestre, dans trois ar- 
ticles, p. 374, 432 et 459). Il arrive ainsi à un théorème dont le long 
énoncé (p. iSaet i53) est a priori bien peu satisfaisant pour servir 
de base à une théorie. 

Or, je veux montrer combien la manière de raisonner de Cauchy 
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dans cette question est dangereuse, en faisant une hypothèse mécanique 
beaucoup plus vraisemblable et bien plus facile à comprendre que ses 
hypothèses analytiques, mais qui a beaucoup d'analogie avec les 
siennes et qui présente exactement la même faute. 

Cette hypothèse mécanique consiste à supposer que les forces élas- 
tiques développées par le mouvement du fluide éthéré sont égales de 
part et d'autre au plan de séparation des deux miheux et infiniment 
près de ce plan. 

Soient 

Oz la trace du plan d'incidence d'un rayon de lumière simple sur le 

plan de séparation ; 
Oa? une normale à ce dernier plan ; 
Oy une perpendiculaire au plan d'incidence. 

Désignons les composantes, suivant Ox, Oy, Os, des forces élas- 
tiques exercées sur un élément plan, suivant que cet élément plan est 
perpendiculaire 

kOx par ( N,,T„ T^, 

kOy » T„N„T,, 

ou à 05 » ( Ta, T,, N,. 

En désignant par ?, yj, Ç les composantes de la vibration et par |x un* 
coefQcient constant, on a, comme on sait, 



T.=.(S-|> T.=Ki-i> ^-Kl-â} 

Sur le plan des y, s à la limite du premier milieu, Ç, >j, Ç doivent 
être remplacés par la somme des composantes des vibrations du rayon 
incident et du rayon réfléchi; dans le second milieu, §, >?, Ç sont les 
composantes de la vibration du rayon réfracté. 

Le rayon étant pris simple et polarisé, on peut le supposer décom- 
posé en deux autres rayons simples et tels que les vibrations de l'un 
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soient perpendiculaires au plan d'incidence et les vibrations de l'autre 
soient dans ce plan. 

La quantité [x est celle que Ton désigne sous le nom d'élasticité dans 
la théorie de la lumière; d'après Fresnel, cette élasticité serait égale 
dans les deux milieux ; or, en admettant cette hypothèse et en suppo- 
sant, suivant l'ordinaire, que la phase ne change pas dans la réflexion 
et la réfraction, voici ce que l'on trouve par des calculs faciles : 

1® Si la vibration est perpendiculaire au plan d'incidence, l'hypo- 
thèse de l'égalité des forces élastiques de part et d'autre du plan yOz 
détermine complètement les mouvements réfléchi et réfracté, et l'on 
obtient précisément les formules de Fresnel. 

2® Si la vibration est située dans le plan d'incidence, l'hypothèse de 
l'égalité des forces élastiques détermine encore complètement les mou- 
vements réfléchi et réfracté. Des deux équations que l'on obtient, l'une 
s'accorde avec les équations de Fresnel, mais l'autre qui provient de 
l'égalité des forces Ta est en contradiction avec ces équations. 

Donc, le rayon étant supposé polarisé dans un plan quelconque, la 
théorie de Fresnel conduit à l'égalité des forces 

N„ N„ N3 T„ T, 

au contact des deux milieux, mais non à l'égalité des forces Tj. 

Néanmoins, il n'y aurait pas à hésiter dans un choix entre ces deux 
théories; en effet, dans la théorie de Fresnel, le principe des forces 
vives est satisfait; dans celle que je viens d'indiquer, il ne l'est pas. Je 
vais maintenant démontrer que la théorie de Cauchy présente exacte- 
ment la même faute. 

En effet Cauchy met, page 170, ses équations de condition relatives 
à la surface réfléchissante et qui doivent avoir lieu pour a? = o sous 
cette forme : 

dz dy dz dy 

d^_ ^ — f^ __ ^ 
dx dz dx dz 

dy dx dy dx 

(4o) ^+D,(^H-^-^,)f = V+D,(i+^ + ^)|^. 



(39) 



Digitized by VjOOQIC 



THEORIE DE LA LUMIERE. 3O9 

Les trois premières équations s'accordent avec celles de Fresnel, et 
on le vérifiera de la manière suivante : 

1® Si la vibration est perpendiculaire au plan d'incidence, on aura 

Ç = o, Ç=o, Ç'=o, Ç'=o, 

et ces trois équations reviennent aux deux équations de Fresnel. 
2° Si la vibration est située dans le plan d'incidence, on aura 

d\ (R! dx, dx: 

>j = o, >,=o, ^^,=0, ^=0, ^=0, ^=0, 

et ces trois équations se réduisent à une seule, qui est encore une des 
équations de Fresnel. 

Quant à l'équation (4ô), on voit aisément qu'on doit la rejeter, 
parce qu'elle est, en général, en contradiction avec le principe des 
forces vives. 

Ordinairement on suppose une relation d'égalité entre les deux mi- 
lieux éthérés ; ou l'on admet avec Fresnel que l'élasticité de l'éther est la 
même dans les deux milieux, ou l'on admet avec Neumann que la den- 
sité de l'éther y est la même. Cauchy, au contraire, a établi ces for- 
mules en ne supposant aucune relation entre les deux milieux. C'est seu- 
lement à la page 246 qu'il particularise ses formules de manière qu'un 
rayon polarisé perpendiculairement au plan d'incidence puisse, sous une 
incidence convenable, disparaître dans la réflexion : fait d'expérience peu 
propre à servir debase à une théorie physico-mathématique. (En effet, 
en Physique mathématique, on ne doit pas partir de faits d'expérience, 
mais on doit les retrouver d'après les principes physiques d'où l'on est 
parti.) Il obtient alors des formules qui donnent les mêmes lois expéri- 
mentales que celles de Fresnel ; elles ne sont pas cependant identiques, 
car il est enfin obligé d'établir une relation d'égalité entre les natures 
des deux milieux qu'il écrit ainsi (p. 248), 

('9) r:ïrF = r:rr' 

et qui n'exprime pas l'égalité d'élasticité des deux milieux, adoptée par 
Fresnel. 

iourn. de Math, (3« nérie), tome VU. — Jois 1881. ^7 
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Désignons par « la vitesse des ondes transversales, par ù la vitesse 
des ondes longitudinales dans le premier milieu, par «', iî' les mêmes 
quantités dans le second milieu. L'équation (19) peut s'écrire 

(l + f)^.=(H-f')^.> 

^, p représentant les vitesses w, w' des ondes de même couleur dans les 
deux milieux; donc cette équation peut s'écrire 

=5w«=^w'* ou û = n'. 

Ainsi, Cauchy admettant que le mouvement de l'éther peut se pro- 
pager en ondes longitudinales, l'équation (19) exprimerait, bien qu'il 
ne le dise pas, que les ondes simples longitudinales se propagent avec 
la même vitesse dans les deux milieux. 

Mais ce qu'il importe surtout de remarquer, c'est que la formule (19), 
substituée à la condition de Fresnel, empêche que le principe des forces 
vives ait lieu, et que par cette seule raison la théorie de Cauchy pourrait 
être rejetée. 

On se tromperait beaucoup si l'on concluait de ce qui précède que 
j'admets la théorie de la réflexion et de la réfraction à la surface des 
corps isotropes telle qu'elle a été donnée par Fresnel; je n'ai, au con- 
traire, aucun doute que ce soit la théorie de Neumann sur cette ques- 
tion qui soit la vraie. Si j'ai comparé la théorie de Cauchy à celle de 
Fresnel, c'est qu'elles ont beaucoup de rapports entre elles, et l'on 
doit reconnaître combien les considérations si simples de Fresnel sont 
supérieures à tous égards à ces deux Mémoires si compliqués de 
Cauchy. 

Les formules qui viennent de nous occuper sont précédées de for- 
mules plus générales, d'après lesquelles il n'existe plus d'angle de po- 
larisation complète; alors la vibration du rayon polarisé perpendicu- 
lairement au plan d'incidence ne s'annule pour aucune valeur de l'in- 
cidence T, mais devient seulement minimum et très petite pour une 
valeur y de t. 

Le principe de la conservation de la force vive n'est plus rigoureu- 
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sèment applicable, une petite quantité de lumière du rayon incident 
étant perdue par absorption ou diffusion, et il faut faire subir des mo- 
difications très petites aux formules de Fresnel ou à celles de Neumann, 
relatives à la réflexion et à la réfraction. 

D'après ces formules, la vibration réfléchie pour un rayon incident 
polarisé perpendiculairement au plan d'incidence s'annule pour t= (p 
et change de sens quand t dépasse cp. Donc, d'après les nouvelles for- 
mules, quand on fera varier l'angle d'incidence entre t = ç — s et 
T = 'p4-^, s étant très petit, la vibration réfléchie, qui s'effectue d'abord 
sensiblement dans le même sens que la vibration incidente, vibre en 
dernier lieu en sens contraire. La vibration du rayon incident étant 



2T:t 



désignée par sin -rp- sur le plan réflecteur, Fresnel et Neumann repré- 



HTZt 



sentent au même moment celle du rayon réfléchi par (^ sin-^- Comme 

nous supposons que v ne s'annule plus pour 1 = 9, mais devient seu- 
lement minimum, il faut, pour que la seconde vibration devienne de 
sens contraire à la première, qu'il se fasse un changement continu de 

phase; la vibration réfléchie sera donc représentée par ç'sin 27r ( ^ "^ 7 ) * 
^ variant depuis une fraction très petite de la demi-ondulation - jus- 
qu'à une quantité très voisine de ±: -• On en conclut facilement qu'un 

rayon de lumière polarisé rectilignement dans un azimut quel- 
conque est par réflexion polarisé elliptiquement dans le voisinage de 
l'angle 9. 

Il est aisé de voir que la théorie de Cauchy ne peut représenter ce 
phénomène ; en effet, cette théorie n'étant pas exacte dans le cas le 
plus simple, elle ne peut l'être quand le phénomène se complique. De 
plus, les formules de cette théorie ne donnent pas, pour la différence 
de phase des deux rayons en lesquels on imagine décomposé le rayon 
polarisé réfléchi, l'expression désignée sous le nom de formule de 
Cauchy dans les Ouvrages de Physique. 

En effet, en désignant par i l'argument de réflexion pour un rayon 
polarisé perpendiculairement au plan d'incidence, c'est-à-dire l'angle 
que la réflexion ajoute à la phase du rayon, on déduit facilement des 
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formules de Cauchy 

T^ sinax 

o — cos(t 4-x')cos(t — x') H-7i*sin(x-hT')5in(x-- x')' 

en faisant 

et désignant par t, t' les angles d'incidence et de réfraction. Suivant 
Cauchy, le rayon composant, polarisé suivant le plan d'incidence, ne 
subirait pas de changement de phase. Donc, si l'on a un rayon de lu- 
mière polarisé rectilignement,'la différence de phase des deux rayons 
composants serait égale à i et fournie par la formule précédente, tandis 
que les Ouvrages de Physique, après M. Jamin, donnent pour la tan- 
gente du changement de phase, 

tange = e sinx[tang(x + -z') -f- tang(x — z')'] ^ 
^ 1 — 6* sin'x tang(x -hx') tang(x — x')' 

€ étant un très petit coefficient. Le Mémoire de Cauchy que je viens 
d'analyser a paru aussi littéralement dans les Comptes rendus des séances 
de l'Académie des Sciences de iSSg; c'est donc bien cependant le Mé- 
moire auquel M. Jamin dit avoir emprunté cette formule [Annales de 
Chimie et de Physique, i85o, t. XXIX, p. 286). 

Dernier Mémoire^ p. 288. — Il est intitulé : Sur les deux espèces 
d'ondes planes qui peuvent se propager dans un système isotrope. Le titre 
du Mémoire indique peu le sujet qui s'y trouve traité. L'auteur se pro- 
pose de déterminer l'action qui s'exerce entre deux molécules d'éther. 
Il est conduit à penser que cette action est répulsive et varie comme 
l'inverse du bicarré de la distance. 

Il est bon de remarquer que celte loi n'est pas une conséquence né- 
cessaire de ses formules. En effet, élant arrivé, page 3o4, à la formule 

(37) n.= 4:^[J,;./(o_J-ry(,,)], 

où ù désigne la vitesse de propagation des ondes planes, il dit : 
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c( L*équalion {3j) fournit pour ft* une valeur finie, positive et diffé- 
rente de zéro dans deux cas dignes de remarque, savoir : 

» 1® Quand le produit r^/{r) se réduit, pour une valeur infiniment 
grande de la distance r, à une constante finie, mais positive ; 

)» 2^ Quand le produit r*/{r) se réduit, pour une valeur infiniment 
petite de r, à une constante finie, mais négative. » 

De ces deux cas, le plus vraisemblable est certainement le second, 

mais il y a une infinité de fonctions autres que — jj- {h étant constant), 

qui satisfont à ce second cas. Il faut aussi noter que r^ désigne la plus 
petite distance entre deux njolécules et qu'on peut concevoir que le 
résultat soit très différent, suivant qu'on substitue dans rJ/(ro) pour r^ 
la valeur zéro ou cette plus courte dislance; il n'est pas prouvé, par 

exemple, qu'on ne puisse pas faire /(r) = -> n étant ]> 4- 

D'après la loi que Cauchy adopte pour l'action entre deux molécules 
d'éther, il trouve que la vitesse de propagation de l'onde à vibrations 
longitudinales serait infiniment grande par rapport à celle de l'onde à 
vibrations transversales. Enfin, il trouve que dans le vide la vitesse de 
propagation des rayons violets surpasserait celle des rayons rouges, 
en sorte que les rayons qui se propagent le plus rapidement dans les 
corps se propageraient au contraire moins rapidement dans le vide. 

Le point de départ étant déjà très peu probable, un tel résultat doit 
porter à l'abandonner complètement. 

Mais il me semble utile de faire quelques remarques au sujet même 
de cette recherche. 

Sachant que deux corps célestes s'attirent, on ne peut guère admettre 
que cette action s'exerce autrement que par un corps intermédiaire ; 
cet objet intermédiaire ne peut être que l'éther, et sans savoir exac- 
tement comment se produit cette transmission de la force, on pourrait 
démontrer qu'elle doit avoir lieu en raison inverse du carré de la dis- 
tance. Cest de même par l'intermédiaire de l'éther qu'il est naturel 
de se représenter les actions mutuelles des molécules d'électricité sta- 
tique. 

Mais s'il s'agit de deux molécules d'éther, je ne puis admettre qu'elles 
agissent l'une sur l'autre par un milieu intermédiaire : rien ne prouve 
qu'elles soient de forme sphérique; j'ai à considérer leurs actions non à 
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des distances finies^ mais* à des distances infiniment petites; j*admets 
encore le principe de la réaction égale et directement opposée à Taction, 
mais je ne vois nullement qu'il soit nécessaire que les deux molécules 
agissent Tune sur Tautre suivant une fonction de la distance, et, par 
exemple. Taction entre deux molécules d'électricité dynamique, bien 
qu'elle s'exerce à distance finie, dépend non seulement de leur dis- 
tance, mais encore de leurs vitesses. Cependant, comme il serait peu 
philosophique d'affirmer a priori que cette action entre deux mo- 
lécules d'éther n'est pas une simple fonction de leur distance, on peut 
essayer cette hypothèse, et, en l'appliquant aux cristaux à un et à deux 
axes optiques, on trouve précisément que cette hypothèse doit être 
rejetée. 

En adoptant la théorie de l'élasticité, qui laisse cette action indéter- 
minée, et supposant Téther incompressible, on n'obtient plus dans un 
corps isotrope qu'une onde à vibrations transversales, et Ton n'est plus 
obligé de supposer, comme Cauchy, qu'il en existe une autre sur la- 
quelle les vibrations sont longitudinales, et dont le mouvement de pro- 
pagation est lié au mouvement de propagation de Tonde à vibrations 
transversales. 

Le célèbre physicien Regnauld m'a dit avoir demandé plusieurs fois 
à Cauchy des formules relatives au mouvement de la lumière dans les 
cristaux transparents, résultant de ses théories et auxquelles on put ap- 
pliquer l'expérience, mais que Cauchy ne voulut jamais accéder à sa 
demande. On peut s'expliquer aisément ce refus, d'après les réflexions 
qui précèdent. 
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Détermination des trois axes d'un corps, sur lesquels les 
forces centrifuges exercent , pendant la rotation, une action 
maximum ; 

Par m. E. BRASSBVNE. 



« I** La Dynamique s'enrichit, en 1755, (rune découverte impor- 
tante et féconde en corollaires. Dansun petit Mémoire, intitulé Specimen 
theoriœ turbinum^ Ségner observa que, si, après avoir imprimé à un 
corps de grandeur et de figure quelconques des mouvements de rotation 
en tous sens, on l'abandonne à lui-même, il aura toujours trois axes 
principaux de rotation.... La position de ces axes se détermine par une 
équation du troisième degré, dont les trois racines réelles répondent à 
chacun d'eux (Bossut, Histoire des Mathématiques). 

On lit aussi dans la Mécanique céleste, Liv. XIV : « redécouverte des 
axes principaux de rotation, due à Ségner, apporte des simplifications 
utiles. » Ajoutons que cette découverte, dont Euler ne fait pas mention, 
a été le point de départ de ses grands travaux, résumés dans son Ou- 
vrage intitulé ; Theoria motus corporum rigidorum, 1765. 

Pendant la rotation autour d'un axe principal, les forces centrifuges 
s'entre-détruisent, mais il existe aussi en chaque point d'un corps trois 
axes de rotation, sur lesquels les forces centrifuges développées exer- 
cent un effet maximum, et Ton peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — 5e en un point d'un corps on détermine les trois axes 
principaux, et si par chacun d'eux on mène un plan qui dime en parties 
égales l'angle des plans rectangulaires dont il est r intersection, les trois 
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perpendiculaires menées par le point donné aux plans bissecteurs seront 
les axes sur lesquels l'action des forces centrifuges sera un maximum. 

Remarquons d'abord que, si Ton prend trois axes rectangulaires quel- 
conques dont Torigine est un point du corps, et si on lui imprime une 
vitesse de rotation w autour de la ligne des 2, une particule c//w, dont 
les coordonnées sont x,y, z et la distance à Taxe p, sera sollicitée par 
une force centrifuge dmpcù^^et^en supposant l'origine fixe, cette force 
agira sur un levier 5, dont le moment sera dmpzcù^; elle aura deux 
composantes dmxtù^^ dmycù^ sur les plans zxy zy^ qui agiront aussi sur 
un bras de levier z. Or, on peut remplacer tous les leviers sur le 
plan zx par un seul équivalent dont le bras, à partir de l'origine, sera 
l'unité et la force (ù^fxz dm; sur le plan zy^ le levier unique de même 
bras aura pour force (a^fzy dm, La somme des carrés des intégrales (en 
faisant w égal à l'unité) sera le carré d'une résultante totale R agissant 
sur l'axe des z à une distance de l'origine égale à l'unité. Il est aisé de 
démontrer qu'en faisant tourner autour de l'origine le plan xOy^ les 
nouvelles coordonnées x% y, introduites dans les intégrales, n'alté- 
reront pas la somme et leurs carrés ou R^. 

2^ Si l'on considère un système de droites passant par le point O 

d'un corps solide, et si l'on prend sur la première une longueur O /i = -j-^ 

sur la seconde une longueur 0/i'= —,•••, A, k\ A", . . . désignant les 

y/A*' 

moments d'inertie du corps relatifs aux droites successives, le lieu des 
points /i, n\ n", ... est la surface d'un ellipsoïde dont le centre est O et 
l'équation 

(i) aX^+iY^-t-cZ^— 2rfYZ-2cXZ- a/XY=i. 

Les coefficients ont les valeurs suivantes : 

a = f{y^-hz'')dm, b = /{x^'-h z^)dm, c = J{x'''^y^)dm, 
d = Jyzdm^ e^fxzdm^ f=^S^ydm. 

Ces coefficients varient avec la position des axes rectangulaires, mais 
l'équation (1) est toujours relative au même ellipsoïde, puisque les 
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rayons on, on\ .. ., déterminés par les valeurs des moments d'inertie 
relatifs à ces droites, ne dépendent pas de la position des axes x,y, z. 
Par une simple transformation des coordonnées, on ramène l'équa- 
tion ( I ) à la forme 

(2) A^^-hB7^-+-Cz^=i, 

dans laquelle les coefficients sont les moments d'inertie relatifs aux 
axes principaux. Par une transformation inverse, nous reviendrons de 
la forme (2), supposée connue, à la forme (1) avec ses trois rectangles. 
Nous ferons usage des formules d'Euler, dans lesquelles nous suppo- 
serons (f = o [Mécanique céleste, t. I, p. 73), savoir ; 

j? = x'cos^/ H-y cos6 sm^ -t- s'sinôsinvj;, 

j' = — a7'sini(/ -{-ycosOcos^ -\- z'sinô cos^J^, 

z = — ysinô H- 5'cosô, 

Le plan x\ f fait un angle avec celui des xy, et sa trace sur ce 
dernier plan un angle ^ avec les x. La comparaison du résultat de la 
transformation avec l'équation (i) donne 

— ijx'z' dm = 2(A — B)sinij; cost); sin ô, 
— ijyz'dm = 2sinôcos6(Asin^<];-+-Bcos^(J; — C). 

La somme des carrés des intégrales exprimant la valeur de R^, on 
aura 

(3) [(A-B)sin2i^sine]-H-jsin20[(A— B)sin»t|;+B-C]p = 4R*. 
Les deux conditions du maximum de R* sont 

l sinaS j ^^-=^sin»a(|; 4- 2cos25[(A - B) sin^^ + B - G)]^ j = o, 

I sin^esin2(j;{2(A— B)^cos2t{;-+-4(A— B)cos^e[(A— B)sin*t|;4-B-C]j = o. 

Si l'on égalait à zéro les polynômes entre les grandes parenthèses, on 
rouverait, en éliminant ô, un résultat indépendant de ^J^, savoir: 
(B — C)(A*— C) = o, qui indique l'incompatibilité des deux relations. 

Journ, de Math, (3* série), tome VU. — Jullet i88i. ^O 
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Mais on satisfait aux équations (4) de plusieurs manières; 0= o ramène 
aux axes principaux 

5 = 45^ ^-9o^ «=^' 

ô = /î5^ ^= 0°, R = ^:=^. 

Ces systèmes d'angles fixent la position de trois plans auxquels sont 
perpendiculaires les axes de rotation Oz\ et Ton voit aisément que ces 
trois aœes centrifuges sont perpendiculaires aux plans bissecteurs des 
angles plans rectangulaires formés par les axes principaux, ce qui dé- 
montre le théorème énoncé. 

Dans le cas d'un solide de révolution, A = B, et les relations (4) sont 
satisfoites par la valeur 6 = 45°, quel que soit Tangle vj;; par suite, les 
axes du maximum forment un cône droit dont les génératrices font 
avec Taxe 45*^. 
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De la polarisation elliptique par réflexion sur les corps 
transparents, pour une incidence voisine de l'angle de pola- 
risation ; 

Par m. Emile AlATHIEU. 



Les phénomènes de la réflexion de la lumière à la surface des corps 
diaphanes isotropes sontfournis avec une très grande approximation par 
la théorie de Fresnel ou celle de Neumann, qui conduisent à des for- 
mules identiques. D'après ces deux théories, il existe un angle d'inci- 
dence pour lequel la lumière naturelle est polarisée complètement, 
angle trouvé auparavant par Brewster au moyen de l'expérience. D'a- 
près les recherches de M. Jamin, il existe cependant très peu de sub- 
stances diaphanes qui polarisent complètement la lumière par réflexion 
dans le plan d'incidence, ou, autrement dit, pour lesquelles un rayon 
polarisé perpendiculairement au plan d'incidence puisse disparaître 
extérieurement dans la réflexion sous une incidence convenable ; mais 
rintensité du rayon réfléchi peut seulement être très petite. Il en ré- 
sulte que, dans le voisinage de l'incidence calculée par la loi de Brews- 
ter, un rayon de lumière polarisé dans un azimut quelconque donne 
lieu ^àxxïi rayon réfléchi polarisé eUiptiquement, l'ellipse de vibration 
étant en général très allongée. 

Cauchy a donné une théorie de ce phénomène, mais j'ai démontré, 
dans un Mémoire qui précède, que sa théorie n'est pas admissible. 

Il serait bien peu philosophique de rejeter la théorie de Neumann, 
qui a tant de raisons pour elle et qui donne des résultats si approchés ; 
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mais il convient plutôt de chercher quelle petite perturbation modifie 
cette théorie. Cette perturbation provient d'une très petite perte de 
force vive qui se fait sur le plan réflecteur, en sorte que les rayons ré- 
fléchi et réfracté ne prennent pas toute la lumière qui sort du rayon 
incident. 

Imaginons un rayon de lumière tombant sur un corps diaphane et 
polarisé perpendiculairement au pl;<n d'incidence; je démontre qu'à 
la rencontre du plan réflecteur il se fait en général dans les rayons 
réfléchi et réfracté un changement de phase par rapport au rayon in- 
cident. Quand l'incidence varie depuis zéro jusqu'à l'angle droit, ce 
changement de phase dans le rayon réfléchi varie depuis une fraction 
très petite de la demi-ondulation jusqu'à la demi-ondulation. Quand 
le rayon incident est au contraire polarisé dans le plan d'incidence, le 
changement de phase du rayon réfléchi reste toujours très petit. Si 
donc l'on suppose que Ton décompose un rayon polarisé dans un 
azimut quelconque en deux pareils rayons, la polarisation elliptique 
pour une incidence voisine de l'angle de Brewster dépendra surtout du 
changement de phase du premier rayon composant. 

Je donne dans ce qui suit le moyen de calculer ce phénomène. 



Rayon polarisé perpendiculairement au plan dHncidence, 

1 . Supposons un rayon de lumière rencontrant un corps diaphane et 
polarisé perpendiculairement au plan d'incidence. Les trois vibrations 
incidente, réfléchie et réfractée situées dans le plan réflecteur sont per- 
pendiculaires au plan d'incidence et leurs vitesses peuvent être repré- 
sentées respectivement par 

. 27:t , ft %\ . // ô\ 

sm — > c'smarrf - -h r j> asm27r( -H- ^ jj 

X, X' étant les longueurs d'ondulation dans le premier et dans le second 
milieu, / le temps, t la durée de la vibration, a, |3 étant les changements 
de phase dans les rayons réfléchi et réfracté ; (^, u sont regardés comme 
positifs. 

Admettons qu'à la surface de séparation des deux milieux les deux 
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premières vitesses de vibration aient une somme égale à la troisième, et 



nous aurons 



(0 



sin-;: — h i'sinaTrl - -+- ^ 1 = Msm27r^- -I- f/ )* 



Nous admettonsavec Neumann que la densité de Téther est la même 
dans les deux milieux et que l'élasticité est différente. D'après cela, si 
le principe delà conservation de la force vive a lieu, on obtient, par un 
calcul connu. 



SI ni 



i cosi sin^^^ ç'^sin^aTif - -+- ^ j = a^sinrcosr sin^mf - -^ ^)' 



(Nous reviendrons d'ailleurs plus loin sur le calcul de cette équa- 
tion.) 

En divisant la seconde équation parla première, on a 



(2) 



l sini COSI sin (^sm 2 7r( - -H r j 

/ = usinrcosrsina 7r( - H- ^ j- 



Or, s'il n'y a pas d'angle de polarisation complète, c'est-à-dire si, le 
rayon incident étant polarisé comme nous l'avons dit, le rayon réfléchi 
ne peut disparaître complètement quelle que soit l'incidence, alors l'é- 
quation (i) étant admise, l'équation (2) est impossible. En effet, des 
équations ( i ) et (2) on tirerait 



(^sm2 



"0-0 = 



tan£'(e — r) . 2Tzt 

- — ^-7-^ ( sm — j 

tang(i-hr) -z 



et, pour I H- r = -\ 



on aurait 



i'sin2 



"(^•^0=''' 
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la vibration réfléchie serait donc nulle, ce qui est contraire à l'hypo- 
thèse. 

L'équation (2) a été déduite comme conséquence du principe de la 
conservation de la force vive ; l'équation (a) n'étant donc plus possible 
rigoureusement, ce principe n'a plus lieu que d'une manière très ap- 
prochée et les rayons réfléchi et réfracté ne prennent pas toute la 
force vive qui émane du rayon incident. 

L'équation (2) n'étant plus exacte, nous devons la remplacer par la 
suivante 

l smtcosz sm-^^ psm27r( - H-t ) 

I = Msinrcosrsmajrl;; "*" FJ "^ Bsm-;; — h Ccos — » 

B, C étant des fonctions de i qui restent toujour très petites. 

Remarquons que le mouvement vibratoire développe sur le plan ré- 
flecteur des forces élastiques tangentielles à ce plan el perpendiculaires 
au plan d'incidence. L' équation (2) exprimerait que les deux forces 
tangentielles développées par les mouvements incident et réfléchi ont 
une somme égale à la force développée par le mouvement réfracté. D'a- 
près l'équation ( 3) au contraire, l'égalité entre ces forces élastiques n'a 
plus lieu rigoureusement. Cette remarque n'étant pas indispensable 
pour le sujet qui nous occupe, je ne crois pas nécessaire de développer 
le calcul qui la démontre. 

2. Les quantités £/, ^, a, /3 sont indépendantes de /, par conséquent 
les équations (i), ( 3) reviennent aux quatre suivantes 

2Tta 2tc3 

I -h V COS -r- = U COS -YT > 

A A I 



SUH 



./ 'nza\ . 2 7r3 _ 

cos/( I — (^cos-T--) = wsmrcosrcos-rf -hB, 

. 2 ira . 2 7rB 

{' Sm -y- = u SUl -r-f j 

. . . . 2'ira . . 2 713 ^^ 

— ç^sm/cosism-y- = asmrcosrsui -^ 4-C. 
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Ell résolvant ces quatre équations, on obtient d'abord 



2 2!i 



2 ira sinai — sin2/- — 2B 

X sinae H- sin2r 

2 7:3 2 sin 2 « — 2B 

WCOS-YT = ; ; f 

A Sin2i4-sin2r 

. 2 ira — 2 C 

i^Sin-r- = ; : ) 

A sin2/-|- sin2r 

. 21:9 — 2C 

usin-~- = ~, — -. -, ; 



puis on en conclut 



sin2£ -f- sin2r 



, (sin2£ — sin2r — 2B)*-|- AC* 
(sin2f H- sin2r)* 

2 _ 4(sln2/— B)«4-4C' 
(sin2i 4- sin2r)* 



2C 



^ X sin 2 « — sin 2 r — 2 B 

2irfJ — C 



Le premier terme de v^ s'annulera pour la valeur de i qui satisfait à 
Téquation 

sin 21 — sinar— 2B == o, 

mais (^ ne s'annulera pas pour cette valeur de i. 

3. Occupons-nous de la force vive absorbée. 

Concevons que la lumière se propage par ondes planes, le mouve- 
ment vibratoire étant le même dans toute l'étendue d'une de ces ondes. 
Considérons un parallélépipède rectangle d'éther ayant une dimen- 
sion AC dans la direction du rayon incident, une arête CD dans le plan 
d'incidence et la troisième perpendiculaire à ce plan ; supposons que 

la première arête soit égale 'a -y p étant un nombre entier et les deux 

autres égales à l'unité. Au bout d'un certain temps, le mouvement du 
parallélépipède ABCD se sera communiqué par réflexion au parallé- 
lépipède A'B'C'D', et par réfraction au parallélépipède A"irC"D". 
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Soient 

CE = z , EA.' = z\ EA" = s" = z'y , 

AC = A'C = - , A"C'' = - , A"B' = AB ^" • 

p p COS/ 

I^es vitesses vibratoires sur CD, CD', CD" peuvent être représentées 
par 

sin27r( - -+-):)> (^sin-^Til - H r— j> wsin27r( — h ., y 




La densité de Téther étant égale à p dans les deux milieux, on aura 
pour la variation de la force vive 

p / sin^!?7r(- 4- ^ylz ~ 1°^* / sin*27r( - -h ^— Ws' 

.-_ 

— pa* / sin*2;r( - -h ^ ., ]dz" r- 

En calculant ces intégrales, on obtient pour cette perte de force 



vive 



-\-(l — Ç^) U^ r 

51 I />^ ' p COSI J 

-H-T^sin^— Xsin47r(--hT) 
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Faisant p très grand et négligeant les termes multipliés par sin* — 



^1 



qui sont du second ordre par rapport à - » remarquant de plus que 
Ton peut faire ^ sin— = i> on a pour l'expression précédente 

COS« \T A / I 

«sinrcosr . . fi' ^ — ^'W 
sinicosi \T A' J\ 



Or on a 



ou 

t z t' z' 



T^ X~" T X* 



donc, en prenant pour le temps une origine convenable, on a pour 
l'expression précédente 

^ sin'" (^*sin"2 7r( - -+-t ) — w -^-^ • sin'27t( - 4- f , ) • 

/?L T. \T Xy sinicosi \t X /J 

Multiplions entre elles les équations (i) et (3), puis multiplions 

l'équation qui en résulte par — rA .> nous aurons 

^ ^ *^ /? sm £ cos i 

— sm* ç'*sin*27:(- -Ht ) — u^-r—. r sin*27r(- -t- f , ) 

pX I . /^ . P\ /t» • 2Tt/ . ^, 2irA 
= î- -^-^ iMsin27r( - 4- f/ (Bsm hCcos — ; 

p sinicosi \T Xy \ T T / 

le second membre représente donc la force vive perdue; on peut 

Journ, de Math, (3« série), tome VII. - Jiillrt i88i. ^9 
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l'écrire ainsi 

r I R## /%r\c L -L. I .1/ ciii L 



pX fn 27:3 , ^ . 27t3 



(Bwcos-rf — Cwsin-Tj- jcos-^;^ 

/^ . 27t3 ^ 27c3\ . /Jt:/ 1 

H- f Basiii-^ -hCacos-r-f jsin-^ h 



ot, en remplaçant wcos^> wsin-^ par les valeurs trouvées ci-dessus, 
on obtient 



—, — -^, : .fBsinai-B^-C^ 

/> sin2/(sin2f -i- sin2r) L 



- (Bsin2i - B^-+- C^)cos^^ 
-I- ((:sin2i — 2BC)sin^ • 

Pour obtenir la perte de force vive éprouvée par absorption ou dif- 
fusion par un parallélépipède incident de longueur X, il faut faire la 
somme de toutes les pertes éprouvées par les parallélépipèdes élémen- 
taires qu'il renferme, et Ton a 

(a) ^ — ., . ''P.^ . r(Bsin2i-B»-C^), 

^ ^ sin2f(sin2i-4-sin2r) ^ ^' 

quantité qui doit être essentiellement positive. 

4. Quant à l'expression de la force vive perdue par le parallélé- 
pipède dont la longueur est - > il est facile de voir qu'elle peut être né- 
gative. On peut expliquer ce résultat en admettant qu'une partie de 
la force vive détournée d'un élément parallelepiped ique puisse re- 
tourner à un élément suivant, de telle sorte que certains éléments 
peuvent gagner de la force vive au lieu d'en perdre. Mais il est évident 
que l'on doit trouver une quantité positive pour le changement de 
force vive éprouvée par tout le parallélépipède de longueur X, change- 
ment qui s'effectue pendant la durée entière d'une vibration, temps 
plus petit que 7^7 de irillionième de seconde. 
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Ainsi Ton a pour toute valeur de i 

Bsin2i — B* — C^>o, 

et par conséquent B est toujours positif. Pour i = o on aura 

-B*-C^ = o: 

donc B, C sont nuls pour e = o et ils peuvent être considérés comme 
renfermant le facteur sini. Pour « = "> on a, encore 

-B*- C^ = o : 

donc B, C renferment le facteur cosi, et Ton peut poser 

B = ks\u2ij C = /7îsin2i, 
k étant positif. 

Remarquons que le numérateur de l'expression (a) renferme le fac- 
teur cosi au carré, et le dénominateur ne contient ce facteur qu'au 

premier degré; donc l'expression (a) est nulle pour i = -? ce qui s'ex- 
plique aisément, car le rayon réfracté disparait et le rayon réfléchi pro- 
vient de tout le rayon incident. 

5. Ainsi on obtient pour les formules qui donnent les changements 
de phase a, j3, 

^ X sinat — sinar — 2 A: sin 2 «' 

27r3 — m 

tang-/ = ^— ^. 
Si Ton change i en — i, r se change en — r d'après la formule 

sini 

sinr ' 

OÙ n est l'indice de réfraction; il est d'ailleurs évident que les expres- 
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sions de tang-^ et tang-^ ne doivent pas changer; donc metk sont 
des fonctions paires de i, s'ils ne sont pns constants. 

m et k sont très petits, donc p est aussi très petit. La valeur de 

tang-y- sera elle-même très petite, excepté pour des valeurs de i voi- 
sines de celle qui satisfait à Téquation 

sin2i — sin2r— 2Asin2/=o; 

elle deviendra infinie pour cette valeur de i et changera de si^ne 
quand i dépassera cette valeur; enfin elle deviendra nulle pour « = 7- 
Donc, quand on fait varier i depuis zéro jusqu'à -> a varie depuis une 

fraction très petite de - jusqu'à -> et a subira la pUis grande partie de 

cet accroissement pour les valeurs de i voisines de l'angle de polari- 
sation. Les deux changements de phase a, |3 sont de même sens et, sui- 
vant que la quantité m sera positive ou négative, les deux changements 
de phase se feront dans un sens ou dans l'autre. 

D'après les résultats de l'expérience, m tend en général vers zéro, 
quand l'indice de réfraction n tend vers 1,4 ; il est ordinairement po- 
sitif quand n est plus grand que i ,4 et négatif quand n est plus petit. 
Toutefois m et k ne doivent pas dépendre seulement de Tindice de ré- 
fraction, ils doivent dépendre encore d'autre manière de la nature du 
milieu. En effet, si l'on suppose deux milieux identiques séparés par 
un plan, considéré comme le plan réflecteur, on devra, pour y appli- 
quer les formules précédentes, faire 

/i = r, m = o, A == o, 

et non pas supposer m négatif. 

Rayon polarisé dans le plan d incidence. 

6. Le phénomène des changements de phase a beaucoup moins d'in- 
térêt lorsque le rayon incident est polarisé dans le plan d'incidence, 
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parce que ces chaDgements restent toujours très petits, aussi bien dans 
le rayon réfléchi que dans le rayon réfracté. 

Les vitesses des vibrations incidente, réfléchie et réfractée dans le 
voisinage du plan réflecteur peuvent être représentées par 

sin2;r( - -h r )> i'sin2;r( - H r — U u sinsTrl -h- £--y7 — u 

z, z'j z" élanl nuls sur le plan réflecteur. En projetant pour 2 = o les 
vitesses sur le plan réflecteur et sur la normale à ce plan et admettant 
que la troisième composante est égale à la somme des deux premières, 
on a les deux équations 

(1) sin^^^ (^sin27r( - H- y) cos/= wsin 2îr(--h ^, )cosr, 

['X) sin h ç'sin27rf - -H y ) sini = wsin27r( ;;:-+- p ) smr. 

En multipliant entre elles ces équations, on a 

(3) I sin^^ — v^ sin*27r(^ -h ^ j sinicosi = u^ sin'27r(- -h t-,\ sinrcosr, 

l'équation de la conservation de la force vive. 

Or il est aisé de reconnaître qu'on ne peut admettre les équations (i) 
et (2); car on en déduirait les quatre suivantes 

cosi( I — t'cos-r— j = wcosrcos^> 

. 2 7ta . . 2ir3 

— V ^*""ir ^^^' ^^ ^ ^^"~T^ cosr, 

. ./ 2ica\ . 2ir3 

smil I -ht'cos-y- ) = wsmrcos^j 

. 2ica . . . 2'ïr3 . 

s^ sm-y- sin« = u sm-yf smr, 
et si a, |3 sont différents de zéro, en divisant la quatrième par la 
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deuxième, on a l'équation impossible 

-— tangi = tangr 

Au reste, le principe de la conservation de la force vive n'étant plus 
entièrement exact, quand le rayon est perpendiculaire au plan d'inci- 
dence, on ne peut admettre qu'il ait lieu rigoureusement quand le 
rayon est situé dans ce plan. L'équation (3) n'a donc plus lieu; donc, 
si Ton admet l'équation (i), qui exprime l'égalité des composantes des 
vitesses des molécules d'éther, prises parallèlement au plan réflecteur, 
et infiniment près de part et d'autre de ce plan, on doit remplacer 
l'équation (2) par la suivante 

i sin ^^ -h i'sin27r f - -h ?] sin/ = u sin 271 {^-^ -f- !*!) sinr 
4- Bsni 1- Ccos — > 

où B, C sont de très petites quantités 

7. Des équations (i) et (4) on tire les quatre suivantes 



cos 



I — V COS -"Y" ) = u cos -yj- cosr, 

. 27:a . . 27:3 

— ç sm —y- cos/ = u sm -y-t cosr. 



Sllïli I 



2Tta\ 27:3 . ^ 

-i-t'cos-Y-) = ttcos-^Ti- smr-hB, 

. 27ra . . . 27r3 . ^^ 

ç'sm-^sm/ = ttsm -^ smr-l-C, 

desquelles on déduit 

2ica — sin(i — /•)4-Bcosr 



y K.KJS 


X 




sin(/4-.r) 


ucos 


27rp 


= 


(2 sin/ — B)cos£ 
sin (i -f- r) 


i^sin 


27ta 
X 


= 


C cosr 
sin(i-h r)' 


//sin 


271? 


_ 


C cos 1 



X' sin(iH-r) 
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Enfin, on conclut de ces équations, en accentuant les lettres s^y u, 
a, ]S, B, C pour distinguer le rayon situé dans le plan d'incidence du 
rayon perpendiculaire, 

,2 [8in(£ — r) — B' cosr]'-f- C'*cos*r 

i^ . , . ♦ r ? 

sin*(i -+- r) 
,j (2sin£ — B')*cos*f -h C'*cos*£ 

U == . , , . : y 

sin* (i-h r) 

2iz%' — C'cosr 

^ X sin(£ — r) — B'cosr' 

lan}'-^ = — ^-^ — rp- 

" A' 9,61111 — B' 

8. En raisonnant comme au n** 3, on trouvera qu'un parallélépipède 
incident de longueur X perdra dans le phénomène de la réflexion et de 
la réfraction une force vive égale à 

pXcosr /g, _ B^>4-C' \ 
sin (/-+-/') \ 2 sine / 

Cette quantité étant toujours positive, nous aurons 

2B'sint-B'^ — C'*>o; 

donc B' est positif. Pouri = o, nous aurons 

B'^ + C'^ = o; 

par suite B\ C s'annulent pour i = o et peuvent être considérés connne 
renfermant le facteur sini. Lorsque / est égal à -> le rayon réfracté dis- 
parait et le rayon réfléchi est simplement le prolongement du rayon 
incident; il est donc évident que a' est nul pour t = -, et C renfernir 
le facteur cosi. Je puis, d'après cela, poser 

C = 2 m' sin i cos i = m' sin 2 i. 
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D'aiilre part, la force vive perdue étant nulle dans ce cas extrême, 
on a 

B = o, 



et, comme C/ est alors nul, il reste 

■>■(■- t)=- 

mais B' ne peut être que très petit : donc il est nul pour /= ^i et il 
renferme le facteur cos/. Ainsi on peut poser 

B' = A'sin2/; 

k\ m' sont des fonctions paires de i, d'après ce qui a été dit (n*' 5). 

Quand un rayon de lumière est normal au plan réflecteur, tout plan 
passant par ce rayon peut être pris pour le plan d'incidence ; il en ré- 
sulte que pour i= o les formules qui donnent i^, u\ a', |3' doivent être 
identiques à celles qui donnent i^, w, a, |3 pour le rayon polarisé per- 
pendiculairement au plan d'incidence. 

Faisons tendre i vers zéro, nous aurons 



., »»=4<'-^^)'-"'. 



et ensuite 

(',_i_2A-'V-(-4m" , ,,^, 

" H)- '^^^- 

en comparant ces formules, on obtient 

i^=zk^ m' =m pour 1=0. 
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Sur la difference entre les changements de phase qui sapèrent dans les 
deux rayons principaux par la reflexion. 

9. Kn désignant par a, ol' les changements de phase opérés par la 
réflexion dans les rayons polarisés perpendiculairement et parallèle- 
ment au plan d'incidence, on a trouvé 

2 7ca — 2 m sin 2 e 

tang -;r- =^ -= — -' * 7—= — ^•» 

^ A sin2i — sin2r — 2A:sin2e 

2ica' — /M'sin2fcosr 

^ X sin ( « — r ) — Xr' sin 2 1 cos r * 

m, m\ k^ U étant des fonctions paires de i, qui satisfont aux condi- 
tions 

m' = m^ kf =^ k^ pour / = o. 

I^s physiciens ont cherché à déterminer la quantité a'— a. 
Pour déterminer sa valeur, il suffit de porter les deux expressions 
précédentes dans la formule 

2'ica' 2ica 

2 7C ^"^ 

(a) tangy-(«'-a) = 



2.,, , tang-5-.-tang^^^ 



27ta' 2'7ta 

I 4- tang -^ tang -^ 



Pour / = o , on a tang -^ = tang -^ et a' — a = o. Faisons 



croître /, les quantités m, m! étant très petites, tang -^ est toujours 

très petit et tang -y- le sera aussi tant que i différera sensiblement 
de l'angle de polarisation I ; a' — a restera très petit jusqu'à ce que i 
devienne voisin de I, puis il atteindra la valeur zh j pour une valeur 

de I très- voisine de I, le signe db ayant lieu suivant que m sera positif 
ou négatif. L'angle / continuant à croître, a! — a s'approchera rapi- 
dement de ±: - et atteindra cette valeur pour i — -• 

Journ. de Math, (3* série), tome VII. ^ Juillet i8Si. 3o 
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Pour simplifier, posons 



air (a' — a) _ . . . 

— ^^-r^ — - = J, sma? — sinar = y; 



a! étant très pelit, on pourra mettre l'équation (a) sous cette forme 



2Tca 



tang J = — tang -r — h 



cos'— r— 



Si l'angle / est pris très voisin de I, on pourra remplacer cos* -^ 
par cos* J ; cette équation pourra donc s'écrire 



amsin22 i aica' ^ 

j — ik sin a i cos* J ^ X ^ * 

et, en négligeant le produite tang -r— > on aura l'équation 

{h\ k -h mcotJ 4- ", — U — . tang ^ = — ^-.. 

^ '^ sin2£sin2j ^ X 2Sin2< 



ara 



Dans cette équation nous regarderons^, m, tang ^^-^ comme des in- 
connues, et les autres quantités comme des données de l'expérience. 

Dans la théorie que j'ai exposée, A, m ne sont pas des constantes; 
mais, si l'on suppose trois expériences faites pour trois incidences très 

peu différentes, les quantités A, ;w, tang — r-— seront à peu près les 

mêmes pour les trois expériences et les trois équations {h) détermine- 
ront sensiblement leurs valeurs. 

En prenant i suffisamment près de I, / deviendra très petit et le troi- 
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sième terme de {b) négligeable; on aura donc Téquation 
{c) A-f-mcotJ 



a sm 2 2 



et il suffira de deux expériences pour calculer m et k. 

Si Ton prend pour unité l'intensité d'un rayon incident polarisé 
perpendiculairement au plan d'incidence, l'intensité du rayon réfléchi 
qui en résulte sera 

j [(i — a X:) sin ai — sin a r]* 4- ^m*sin*2i 

(sinae -h sinar)' ' 

la valeur de i qui satisfait à l'équation 

( I —r 2A)sin2i — sin2r= o 
est 

1 = I 7 5 

n* — I 

I étant l'angle qui satisfait à tangl = n, et la valeur de ç^ correspon- 
dante sera 

« 4 'W* sin* a* 



(sinai-f-sinar)* 



Applications numériques de cette théorie. 

10. M. Jamin ayant soumis à l'expérience un verre dont l'indice de 
réfraction était 

n = 1 ,487, ce qui donne I = 56** 5', 

il a trouvé (ilnno/ef de Chimie et de Physique, i85o, t. XXIK, p. 299) : 
pouri= 55^45'» 

J = 4o^8'; 
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pour / = 56**, 

1 = 75036'; 

pour I = 56** 1 5', 

J= I23**29'. 

De ces trois résultats on déduit, au moyen de l'équation (c), les trois 
suivantes : 

^-h 1 ,1261 m=r o,oo338, 
A -h o , 2567 'w = o , 000808, 
k — 0,6614/^= — 0,001786. 

En résolvant les deux premières équations, on trouve 

m = 0,002956, A = o,oooo5. 

En résolvant la deuxième et la troisième, on a 

771 = 0,002825, *== 0,000082. 

Ces résultats sont très concordants ; car, k étant très petit par rap- 
port à m, l'erreur relative commise sur k peut être beaucoup plus 
grande. 

Nous avons vu que, si 77i n'est pas constant, il est une fonction paire 
de /; si Ton pose m = /sin^/, / étant constant, les phases a, ot' sont alors 
nulles pour 1 = o et les trois équations ci-dessus deviennent 

*-f- 0,8104/= o,oo338 
* -h o , 1 765 / = o , 000808, 
k — 0,4573/= — 0,001786. 

Des deux premières on tire 

/ = o , oo4o54» ^ = o , 00009 ; 
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et de la deuxième et la troisième 

/= 0,004093, 4 = 0,000086,. 

et ces résultats sont encore plus concordants. 

M. Jamin ayant expérimenté de Teau distillée dont l'indice de ré- 
fraction est 

n = 1 , 333, ce qui donne I = 53** 7', 

il a trouvé [Annales de Chimie et de Ph/siqne, i85i, t. XXXI, p. 174) : 
pour/= 53®3o', 

J=- ï53*>43'; 
pour/= 53® 1 5', 

J=~ I26^32'; 
pouri = 52^55', 

J=-45^ 

Des deux premières expériences on conclut 

m = — o,ooi52i, k = o, 000083 

et des deux dernières 

771 = — o,ooi5i6, 4 = 0,000080, 

ce qui est très concordant. 

J'ai enfin obtenu pour le diamant 

1 = 67^40'» /w = o,oi55, 4 = 0,000260. 

D'après la théorie, i doit être positif, ce qui s'accorde effectivement 
avec les calculs précédents; on voit ensuite que dans le verre, le dia- 
mant et l'eau, A: est une quantité très petite en comparaison de m; on 
en doit conclure que la quantité de lumière perdue sur le plan réflec- 
teur est très petite. 
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Je m'arrête aux applications qui précèdent et dans lesquelles je n'ai 
déterminé les deux quantités A* et m que dans le voisinage de l'angle 
de polarisation. En effet, les déterminations numériques de ces quan- 
tités doivent être plutôt faites parles physiciens, qui peuvent seuls ap- 
précier le degré de précision de leurs expériences et les multiplier à 
leur gré. 
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Sur quelques questions concernant les forces centrales; 
Pab m. Edouard COMBESGURE. 



Ou sait que Binet, dans une Note insérée au Tome II (i" série) de 
ce Journal, a considéré, au lieu des trois équations ordinaires relatives 
au mouvement produit par une force centrale, un système de n équa- 
tions présentant la forme caractéristique des équations mentionnées. 
Bien que, en ce qui concerne l'intégration, la présence de n coor- 
données n'introduise aucune difficulté nouvelle et qu'on puisse se 
ramener, si Ion veut, au cas de deux coordonnées rectangulaires seu- 
lement, il est difficile de méconnaître le caractère d'élégance et de 
symétrie qui règne dans l'analyse de l'éminent géomètre (*). Cette cir- 
constance m'avait engagé, dans le temps, à considérer un nombre quel- 
conque de systèmes présentant isolément la composition des équations 
de Binet. Mais une modification plus essentielle consistait dans l'intro- 
duction d'une forme quadratique générale à la place du rayon vecteur. Je 
m'étais occupé, entre autres choses, de cette double généralisation, dans 
l'une de mes Thèses pour le doctorat, présentées en i858 à la Faculté 
des Sciences de Paris. Cette Thèse n'ayant paru dans aucun Recueil pé- 
riodique, il ne sera peut-être pas inutile d'en reproduire, avec quelques 
légères modifications, le premier paragraphe. I^s paragraphes que 

(*) J'hésite d'autant moins à conserver les n coordonnées, que les formules 
dont je fais usage ne sont généralement pas plus longues à écrire quand on laisse 
ce nombre n indéterminé. 
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j'ajoute ici se rapportent à des transformations dont quelques-unes 
m'étaient depuis longtemps connues et se présentaient assez naturel- 
lement. J'y joins ensuite les formules répondant au cas d'une résistance 
(lu milieu, formules dont je ne m'étais nullement occupé. Enfin j'ap- 
plique la théorie à quelques exemples particuliers. 

§ I. — Sur un problème de M, Binet. 

Dans le Tome H du Journal de Liouville, M. Binet â donné une élé- 
gante extension analytique du problème relatif au mouvement d*un 
point matériel soumis à l'action d'une force centrale. La méthode de 
l'éminent géomètre peut être étendue, sous un certain point de vue, k 
im système d'équations de la forme du suivant": 

^-R^ ^^-R;r ^^-Rx 

d^y _ p c/^/i p d^y^ p 

(i) ['dt^-^y^ dt^ — *^*rt, ^^t —«2^2 

^'--.R^ ^^»-R ^ ^*'^«-R . 



où le nombre des variables de a?,-, j/, js/, . . . peut changer arf3itraire- 
ment d'un groupe vertical à l'autre. Mais, au lieu de considérer le carré 
du rayon vecteur comme la somme des carrés des coordonnées corres- 
pondantes Xi, yi, Zi, . . . , je prendrai 

^, ij, ... désignant des fonctions homogènes du second degré, de 
façon que 

i ê = ax^ 4- hy^ -h cjs^ -h. .-h aajz -f- aba?^ 4-. ., 
(2) I i, = a,x\'\-h,y\-\-c,z\-\-,..-\-^^,y,z,'\-:i\^,x,z,-\-,,.. 

Cela étant, si l'on pose (les accents indiquant les dérivées par rap- 
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port à /) 

( f = ao?'^ -h by^-hcz^ -f-. . .-h 2ajV-+- sb^z'-h. . ., 

(3) j Y = axx' -h byy -{-czz' -h . . .-¥ SL{yz' -^ zf) ■^h{xz' -+- sa?')-f-... , 
^ * » 

en différentiant deux fois de suite Téquation 
on aura 

(-^^ dF- " T"^ ^ ,'^~f' — 

• 
Or, quelles que soient les quantités ^, j^, . . ., ar',y, . .., l'expres- 
sion J f •— F- revient identiquement à une fonction homogène du second 
ordre des seuls binômes {oi^' —yoc:'), {zx' — xz')^ ..., lesquels, par 
une combinaison visible des équations (i), se réduisent séparément 
ici à des constantes. Donc, en chassant a?", y\ ... au moyen de ces 
mêmes équations (i), on aura la première du groupe suivant, les autres 
ayant une origine analogue, 

le = ^p-^y^^ 



i\ k^, ... étant des constantes arbitraires. 

Les deux premières équations (i) et(5) donnent 

d^a: d^p Ar'.r 

P~di^ "^^~~ y 

d'où, en posant, d'après M. Binet, 

Journ. de Math. (3* 8érie% tome VII. — Juillet i88i. 
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et prenant df constant, résulte 



d'^ 



On a donc 






:6) 



et 



I - = A sine? -f-A'cosç, -i = A, sin©, -h A' cos3>, 

- = Rsin© -hB'cosç>, — = B, siny, -h B', cosf ,, ..., 

- — Csin^ -hC'cosf, ^ == C, sinç), h- C,cosy,, . . , 



'J7) rf/ = e!f? = Pl||îi = .... 

Quant aux constantes A, A',..., B, B', ..., elles doivent, dans 
chaque groupe vertical, vérifier trois relations telles que les suivantes, 
qui résultent de la reconstitution de p* ou ^ au moyen des expres- 
sions (6), 

8) .f(A,B,. ..)-!, .1{k\B\. ,) = i, F(A,A',B,B', ...) = o, 

les premiers membres désignant ce que deviennent ^, f, F quand jr, 
r, z, . . . sont remplacés par A, B, C, ..., et en même temps j:', y, z\ .., 
par A',B', C, .... 

L'intégration du système complet (i) est ainsi r«imenée à celle des 
équations (5) et (7). 



§ II. — Transformations particulières. 

Si dans la première équation (5) on remplace /^^ par -f , celte équation 
devient 
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iVoix^ par la differentiation, 

, • (P^ , „ di dK . 

On arrive encore à cette dernière équation, en observant que les 
équations de définition (2) et (3) donnent tout de suite, en ayant égard 

En éliminant F et f, on retombe sur (ro), dont (9) est une intégrale 
première. 

On peut remarquer que Télimination de R entre les deux dernières (/) 
fournit 

ou, en vertu de la première, 

cdi .dî „cfF 



rc qui redonne, par l'intégration, 



A cause de 



di^?^, 



réquation (5), en prenant df constant, revient à 



Soit actuellement 



— pG-S)- 



une fonction linéaire homogène dont les coefficients sont des con- 
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stanles quelconques; on aura 

ot la combinaison de cette dernière équation avec (5) donnera, connue 
pour X, 

z = mps\u{(p -h €), 

m et £ étant deux constantes arbitraires, vérifiant à cause des for- 
mules (6) les deux conditions 

2Aa = m cose, 2 A'a = m sin£. 

En vertu de l'équation précédente, ces mêmes formules (G) pourront 
s'écrire 

I m y m^ 

(<'>') { \ n — ^ 

\ ^ m y //^* 

on posant 

el, = Aross 4- A' sine, .^'=:— A sine -f- A'coss, 

xjl, = B COS6 -h B' sine, ui/ = — Bsine -+- B'cose, 
» > 

les nouvelles constantes «i,, •^j' , ... devant satisfaire aux conditions 

2a^ja = /w, ^«Ca = o, 
.f (ji,, uî>, . . .) = I, cf (,.C ui,', . . .) = I, F(a>, .1/, -ïfe, T)i', . . .) m o. 

On s'assure d'ailleurs que Téquation (i i) se transforme dans la sui- 
vante : 



;' 






OU 
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en posant 

'^-S = ^. = p:- 



Pour s'en convaincre, il suffit d'observer que, à cause de 
msin(y -h ê) = -, d'où mp^cos(9 H- 2)^ = p — z-î^ 
le second membre de l'équation (12) revient successivement à 



\ (i\ \y df^J "" p« f/ç kd^ Vp« c/ç/ "~ 5p« d^\p* d^p 



2 



' ^Ç !♦„ 



en substituant au dernier membre, au lieu de -^ ^» l'expression équi- 
valente 



dl 



y COS (y -h 6) - m sin(? 4- £)^^> 



on retombe sur l'équation (11). 
On remarquera qu'en posant 



7713= Sy^i 4- u^, 
d'où résulte 

y = COt(9 H- c), 

la formule (12) peut encore s'écrire 



c'est-à-dire 

(12,) R= |r-^- 

Suivant qu'on emploiera les coordonnées p et 9 ou p et |, ou enfin y 
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et|, il faudra joindre à (i i) ou à (12), ou enfin à (la^), l'une des équa- 
tions suivantes, dont le premier membre est toujours kdl, savoir : 

(11) kdt = 6- (h = — - — ^ - = -du. 

Il est presque superflu de faire observer, que dans les groupes (1), 
les quantités R, R|, ... désignent des fonctions tout à fait quelcon- 
ques connues ou inconnues, et que si Ton voulait faire rentrer le 
premier de ces groupes, par exemple, dans le type caractéri>tique pour 
les forces centrales, il suffirait d'écrire 

OÙ 



r = six^ 4- y- H- r.*"' 4- . . . , 
A étant censé représenter la force centrale proprement dire. 

t^ III. — Relations entre les diverses constantes et les valeurs initiales 
des variables et de leurs dérivées premières . 

lorsqu'on adopte les coordonnées p et 9, les coefficients qui figin-eiit 
dans p sont censés généralement des constantes données. La constante» 
arbitraire k, qui correspond à la constante principale des aires, est dé- 
finie en fonction des valeurs initiales x^^y^, . *">oo\,y\, . . . répondant 
à / = o par la relation 

Les relations (6) et leurs différentielles premières donnent ensuite 

A = Mot, -H M'a?; , B = Mj„ -+- Wy\, , 
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en posant 

M = îi^l' _ ?^. COS?., M' = ^ co8?„. 

el il faut observer que 

II est facile de reconnaître que, avec ces expressions des constantes, 
les trois conditions 

J( A, B, . . . ; = r , ^(A\ B, . . .) = i , F( A, A', B, B, . . .) = o 

sont identiquement satisfaites. On a, en effet, 

i( A, B, ...)-= M^f (a-o, . . . î -f- 2MM'F(a7o. <, . . .) -f- an.f «, . . . ;. 

F(A, A', ... ' = MN.f (o'o» . . .; + (lVIN'^NMOF(xo,<, ...)-MVI'N'J(jr;,...}, 

et il suffit de substituer aux seconds membres les expressions précé- 
dentes de M, M', N, N' pour constater que ces seconds membres se 
réduisent respectivement à i , i , o, en vertu de Texpression P écrite un 
peu plus haut. Quant à la constante arbitraire 9^, quand on aura inté- 
gré l'équation (12) jointe à (i3), ou cette dernière équation jointe à (5), 
les trois constantes introduites par cette intégration se détermineront 
en fonctions de p^, p'^^ o^, mais cette dernière quantité restera tout à 
fait arbitraire; on peut la considérer comme im paramètre de consti- 
tution propre au système des coordonnées p et ©, et lui donner telle 
valeur déterminée qu'on voudra. 

Si Ton fait usage des coordonnées p et |, les valeurs des constantes i., 
.1/, . .. sont 

- ^' -«o^o 

I / '* , I ^*''** m** 



•'"-Â-\/?î-^»*«- j- / g, ^«' 



k m ^ km 



»^ — T ii: *^n "f" /- .^ *^o» 
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la constante k ayant la valeur déterminée ci-dessus. On reconnaît que 
ces expressions rendent identiques les deux relations 

lxa = m, 2.Va = o. 

Elles rendent aussi identiques, d'après ce qui précède, les trois 
autres équations de condition. Cette même constante k peut aussi se 
déterminer au moyen de l'équation 

pî pp' — 

k = 



VA*-ï. 



où Ton mettra pour a?, j, . . ., x\y, . . . leurs valeurs initiales, en pre- 
nant encore 

Po/^o=F('^0'^o'---)- 

L'équation précédente, où p et Ç restent quelconques, servira avec (12) 
à déterminer p et — en fonction du temps : les constantes introduites 

s'exprimeront au moyen de p^, p'^, -^> ^y en sorte que m restera indé- 
terminé et pourra recevoir la valeur particulière qu'on voudra. 

Quand on ne veut pas faire figurer les valeurs initiales de x, y^ . . ., 
0?', y, . . ., il y a lieu d'examiner, suivant les cas, quelles sont les con- 
stantes, tant A, A', . . . que celles qui entrent dans S, dans .f et dans les 
intégrales définitives, qui restent vraiment arbitraires et celles qui sont 
des constantes de constitution. L'exemple suivant mettra en évidence le 
sens précis de cette remarque, sans qu'il soit nécessaire d'y insister. 

Il est presque superflu d'introduire ici la remarque générale, à savoir 
que la coordonnée p n'est autre chose que le paramètre de similitude 
de formes quadratiques homothétiques, et § le paramètre analogue 
pour les formes linéaires. 
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§ IV. — Mouvement suivant une conique. 

Une conique à n coordonnées x^ y^ z^ ... peut être ici définie par 
l'équation 

où h est une constante. En différentiant cette équation et ayant 
égard à 



^.«=«^' 



on aura successivement 



et réquation (lo), § II, deviendra 





3R^.^(?-H^)f 


On en tire 




{g) 


R- ^ > 


^-(Ç + A)»' 



O. 



G étant une constante arbitraire. Cette expression, sauf la présence ici 
de n coordonnées, est précisément celle trouvée par M. Yvon Villar- 
ceau [Connaissance des Temps pour iSSa), et Ton peut regarder l'équa- 
tion 

Gr 



^ = 



(S + A)' 



comme définissant, au point de vue dynamique, la force centrale la 
plus générale propre à faire décrire librement une conique à un point 
matériel. 

Les expressions (/), [g) de § et de R, substituées dans (9), four- 
nissent ensuite, entre § et /, la relation au moyen de laquelle s'achève 
la solution. 

Journ, de Math, (3» série), tome VII. — Juillet i88i 32 
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Si Ton veut faire usage de l'équation (12), en introduisant dans cette 
équation l'expression (i) de éf, on obtient 

On déduit ensuite de la seconde (i3) 
kdt' 



et, en posant 

. k m 

? = m»-f-mVm^-l-Acos«^, Jiijr:^-^^ vT^ÏX^ "" ""' 



il en résulte, en ayant égard à (6') et désignant par t une constant<* 
arbitraire, 

; n^ -+- T = M^H-esinçv, 

i x= a(e-4-cosM^)-l- a'sinw^, 

(^) < j^ = b(e + cos«^)-l-b'sintv, 

z = c(e 4- cosfv) -h c'sinqp', 



les nouvelles quantités a, a', ... qui sont mises à la place de x y/m^-hhj 
X' \jm^ -+- h , . . . devant satisfaire aux deux relations 

laa = myjm^-+- A, 2a'a = o. 
£n faisant 

->l^(/W» + A) = jUL, 

et regardant a^ ^^ ..., h^ [i comme des quantités données, les expres- 
sions ci-dessus renferment le nombre tan de constantes arbitraires exigé 
par l'intégration. On remarquera que l'équation (g^i) peut encore 
s'écrire 

(fl^) R = — - — ; -r, ou bien R = ^' 

Je suppose inversement qu'on se donne l'expression 
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OÙ gk^ = II. IjSl formule (f 2,), en faisant /?| = i/ p^ j5 fournit par 

première intégration 

p^ ^ — m(£-r- h) 



r ' " g -\-vh 

c et c' étant deux constantes arbitraires. Si Ton introduit cette valeur 
de (9, dans les équations (6'), on obtient, en écrivant x au lieu de 



\ 



et l'on a les deux conditions 

I,Xa = m, lX'a = o, 

ce qui réduit à 2w — j, comme cela. doit être, le nombre des arbi- 
traires, c compris, qui figurent dnns ces n équations. Par la substi- 
tution 



qui réduit le radical ci-dessus ki/ g(h -H - ) sinq^, et en tenantcompte 

de la seconde (i3), on se ramène aux formes (a). Tl faut observer 
qu'en adoptant directement les expressions précédentes de a?, r, . .., 
qui définissent une conique, et se rappelant que 

J(.^, ...) = I, ^(X', ...) = I, F(al>, X', ...) =^0, 

on aura 

ce qui revient à dire que, dans l'expression ci-dessus de p^, c'peut être 
supposé égal à zéro. 
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Cette expression de p^ doit être modifiée lorsqu'on suppose g-hch 
égal à zéro. L'équation diflférentielle qui précède l'expression dont il 
s'agit devient alors 

On en tire 






et l'on peut prendre, par suite, 

m \ 2 IJ 

• • > 

avec les conditions 

2xoL = m^ 2x'a = o. 

Sans se préoccuper de la coordonnée j»,, on reconnaît que ces ex- 
pressions satisfont à 

pourvu que l'on détermine Ç en fonction de t, par l'équation du pre- 
mier ordre 

où, bien entendu, 

n— ^ ' 

mais on voit que les expressions intégrales qui précèdent ne renferment 
que 2/1 — 2 constantes arbitraires, en sorte qu'on n'obtient qu'une 
solution particulière de la question. 

r^ formule (12) devient illusoire lorsqu'on suppose 
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h étant une constante quelconque, c'est-à-dire lorsque 

jO = cÇ4-A, 
ou, ce qui revient au même, en excluant le cas de p constant quand 

^ = p» = (Ç+A)«. 
I/équation (9) fournit alors, en ayant encore égard à -t^j = RH, 

L'équation (11), qui est seulement en défaut dans le cas, qu'on peut 
exclure, où 9 serait constant, donne, par suite, 

- = j -i-csiny-hc'cosf, 

c et c' étant des constantes arbitraires. On a, par conséquent, d'après 
les formules (6), 

A sîn© 4- A'cosç 

T -f-C91IHpH-c'C0S«p 
> 

ce qui définit une conique. Il entre dans ces expressions de j?,^, ... 
les 271 constantes arbitraires X^ X\ . . • et les trois t> c, c'; mais il n'y 
a visiblement que 2/1+2 constantes indépendantes, et à cause de 

;f(A,...)=i, ^(A', ...) = i, F(A,A',...) = o, 

ce nombre est réduit au nombre voulu 2/1 — i . 
En posant 

j- 4-g^cos((p4-fi)= j -hcsinç4-c'cos©, 
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et faisant usage de la substitution connue 

COS(© -tê) = 7—^ — ' 

on aura 

et Ton fera rentrer les expressions précédentes dans la forme (a), y 
compris Féquation déduite dep* dff = kdl. 

Comme Téquation écrite un peu plus haut, entre p et 9, peut se 
mettre sous la forme 

h^ p -h pghcos{o-hs)y 

m 

et qu'on n'altère pas la forme des équations (G) pas plus que les trois 
conditions 

.f(A,..,)-i, ;f(A',...)-r, F(A,A^...) = o, 

en donnant à g la valeur qu'on voudra, on peut poser 

ghcos{rp-hî)= — B, 

et l'on est ramené à l'équation 

p = ^-^h, 

d'où l'on peut conclure qu'il n'y a pas d'autre forme que Tune ou 
l'autre des expressions (^2) donnant à R la composition analytique 
requise en ce qui concerne l'intégration, résultat que M. Darboux a 
établi par d'autres considérations, en faisant connaître en même temps 
la seconde forme (^2) de K{Comptes rendus de r Académie des Sciences. 
avril 1877). 

Revenant à la théorie générale, il est à peine nécessaire de signaler 
trois cas où le problème d'intégration se résout immédiatement par 
des quadratures : 

I® Celui où, dans la formule (i i), on suppose 

R=/(p); 



Digitized by VjOOQIC 



FORGES CENTRALES. 255 

2^ Celui OÙ, dans la même formule, on prend 

3** Enfin celui où, dans la formule (12) ou (i 2, ), on suppose 

R =/(§). 

3'ajouterai, pour le cas le plus important de deux coordonnées rec- 
tangulaires x^ y^ les relations qui ont lieu entre les diverses con- 
stantes, quand on fait usage simultanément des coordonnées /» et |, 
auxquelles on fait correspondre les formules (6'). On a, dans ce cas, 

i = ax^ H- by^ H- 2cxy, Ç = ao? h- ]3j, 

avec les cinq conditions • 

aX^H-6ift)'H- 2rX'ift» = I, 

ax.l,'-4- AiPoife'-f-c(X'\ft,'-h ifccA,') = o, 

x'a H- ifc'P =0. 
Si Ton désigne par k' la constante des aires, telle que généralement 

dx dy jj 

on a ici 

k^={ab^c^)[yx'-xy)\ 

en sorte que, en donnant à ^ et ^' le signe qu'on jugera à propos, on 
aura 



\Jab — c* 
et Ton pourra particulièrement écrire, sous les deux formes suivantes. 
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le groupe des cinq relations ci-dessus 



^^' = -"^^' ^'=^«' 






A» 






§ V. — Mouvement dans un milieu résistant. 
Je suppose qu'au lieu des équations (i) on considère les suivantes 



(«'; 



g: = R7-+-vy, ^=:R.y.4-v.y. 



où jusqu'ici R, R,, . .., V, V,, . . . sont des quantités tout à fait quel- 
conques pouvant dépendre, quand elles sont données, de toutes les 
variables -r, y, . . ., ir|, j^,, ... de leurs dérivées premières x\y, . ., 
j*^, y, , ... et de la variable indépendante /. En introduisant une fonc- 
tion auxiliaire T, telle que 






l'élimination de R entre les deux premières (i'), par exemple, don- 
nera 

œy — yx' 



T 



const.; 



l'expression jf — F^, qui figure ^ns le dernier terme de l'équation (4), 
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J} I, deviendra donc ici égale à ^*T^, en désignant par k* une constante 
arbitraire. Cette équation (4 ) deviendra, par conséquent, ep ayant égard 



(V) 

Soit encore 
en sorte que 

Si Ton fait 












= *Tv/n, 



cette équation pourra s'écrire 



et Ton aura, par suite. 
On a, d'ailleurs. 



2^mdC -^-* 



R = 



2? r«' 



ce qui transforme l'équation (4') dans là suivante : 









On lire de la, par l'intégration, 
m étant une constante arbitraire, et, par conséquent, 



(12'; 






Journ, de iiath. (3* série), tome VII. — Aoct i88i. 
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Si l'on fait» î étant une constante quelconque, 



cette équation deviendra 



sinfqp -h s) == — , 






' p> \p 

et l'on aura en même temps 

f 1 3') iï dt = ^^\^: = ,>» df. 

A cela il faut joindre 
(i4) T"^=^ ^^ ^V^^"^~V ou encore ^— =^>'V, 

et Ton a toujours les équations (6) ou (6') avec les relations des con- 
stantes 

, .. j ^(«l ) = !• ^'(-.l/, ...) = ^ F(.l., a/, .. )==o, 

I 2x« = m, 2-Va=o. 



On observera qu'en posant 
il faudrait écrire 






si Ton voulait faire figurer dans le calcul la résistance propré^nient 
dite U. 

Dans le cas où cette résistance U est proportionnelle à la simple 
vitesse y^ V est égal à la constante — /i', de sorte que, craprès ; \\\ 

T = e-"', 
et, par suite, 
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De là résulte que, si une force ^o ^ît décrire dans le vide une cer- 
taine courbe, la force e"^"''^o fe''^ décrire la même courbe avec la loi 
de résistance supposée^ en choisissant convenablement les circon- 
stances initiales, seulement le mouvement angulaire sera changé. Ainsi. 

j>oin' les coniques précédemment considérées, la force e~^'^^ ^ fera 

décrire librement ces coniques, comme s'il n'y avait pas de résistance» 
de milieu; mais il faudra, dans la première formule (a), § IV, écrin» 

, e""'' au lieu de /, ce qui altérera le mouvement angulaire 

De même que la racine carrée de la forme quadratique joue le rôlr 
de myon vecteur, il est naturel, en suivant l'analogie, de faire jouer \c 
rôle de vitesse à la racine carrée de la fonction ^{x\y\ . . .), désignée 
par f au § I. En posant, pour un moment, 

I z= mp sin(y H- fi), >3 = ^p cos(y H- s), 

m et £ étant des constantes, on a, d'après les formules (6') du § II, 

m m 

d'où, à cause des relations (i5), résulte 

<F(a?',v',...) = ^+^' 
ou 

On a aussi, par les mêmes formules, 

F = pp\ 

et, en remettant ^f — F^ au lieu de ^*T*, on peut écrire, si Ton vent, 
l'équation (ï i') sous la forme 



(,,") 



^=pAi-^'^j 
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§ VI. — Autre choix de variables. 

D'après les équations qui définissent .f , f, F au début du § I, et en 
ayant égard aux équations fi') du précédent paragraphe, on reconnaît 
tout de suite que 

OÙ j'ai rapproché la quatrième équation. En éliminant R entre les deux 
premières, il vient 

de 
et, en mettant^ au lieu de 2 F au troisième terme du premier membre, 

on retrouve la relation 

^f-F» = Fr, 

qui peut être regardée comme une intégrale première des équa- 
tions (a). 

On aurait des équations analogues pour le second groupe (1'), elc. 
Dans la question générale d'intégration de l'ensemble des groupes (i'), 
les quantités R, R,, . . ., V, V,, ... sont censées des fonctions données 
de toutes les variables /, a?, y, . . ., a?,, y,, ... et de leurs premières dé- 
rivées x\ y\ .' .fX\^y\^ — Au moyen des équations (6), § T, et des 
analogues, route fonction donnée de /, x^ x\ ... peut être exprimée 
au moyen de /, p, p', y, ç', pi, p',, f 1, 9',, . . ., et Ton doit adjoindre aux 
divers groupes, tels que (a), les équations 

(*) *T = p*^f, *,T. = pîy;, .... 

A cause de 



/5 . F , v'.ff--F' 
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on peut aussi considérer V, et R, comme des fonctions des variables 
/, .^, f, F, 9 ; rf , , f| , F, , y , , . . . , et réduire, si Ton veut, chaque groupe, 
tel que(fl), aux trois premières équations, en y adjoignant 



(^'^ 



^? __ V .î* • 



di ^ 



Je me bornerai, comme ci-dessus, à la considération d'un seul 
groupe (i') pour introduire diverses remarques. 

Si R et V sont des fonctions données de /, y, .f , f, F, on a naturel- 
ment à intégrer un système de quatre équations différenrielles du 
premier ordre (a) et [V), Mais le nombre des intégrales fondamentales 
à trouver diminuera d*une unité si / n'entre pas explicitement dans ces 
deux fonctions : ce nombre diminuera de deux unités si / et ç) ne fi- 
gurent pas dans les mêmes fonctions. Dans ce dernier cas, on aura, par 
exemple, à intégrer les équations simultanées 

(0) %-^^^^ .Ff =f-HR.fH-VF. 

et à effectuer les deux quadratures 

Cette conclusion est tout à fait analogue à celle que formule Jacobi 
à la page 209 de son grand Mémoire Sur le Multiplicateur et que je me 
permets de rappeler : 

» Unde variabilium electione effectum est, ut motus cometœ circa solem 
in œthere resistente tantum pendeat ab integratione duarum equationum 
differentialium primi ordinis inter très variabiles a, ^, r; qua transacta si 
determinantur ce et ^ per r, obtinentur y et tper quadrnturas, » ( Math, 
Werk€,\). 

En supposant 
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les variables de Jaçobi sont 

r = v/5. a='-{-^fKd3, fi =- n\ 

K ne devant dépendre que de r, restriction qui n'est pas nécessain* 
dans ce qui précède, et où R peut dépendre de rf , f, F d'une manière 
(fuelconque. 

Ijes équations (a) fournissent la combinaison 

d'où résulte 



««; 


d.i =^V' F'il,?-- 


t'C qu'on peut 


encore écrire 


a) 


"'-(•*' 7 n „ 




</,f ~ f ' 


ou a aussi 




ib) 


r/log(^f— F«) V 

d:f ~ F 


Dans le cas 


particulier où 




R-=-I., 



Téquation (ao) donne 

.îf=CF^ 

(i étant une constante arbitraire. L'équation (/;') fournit alors 



(^e qui définit la trajectoire que Ton peut ranger, si Ton veut, dans la 
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classe des spirales logarithmiques. L'équation (b) donne, d'ailleurs, 

et en chassant f et ^ du second membre, au moyen des deux intégrales 
précédentes, on sera amené à intégrer une équation différentielle du 
premier ordre, en supposant V indépendant de /. On aura ensuite / par 
une quadrature. 

Les équations (a) et (b) mettent en évidence d'autres cas où l'on 
peut obtenir immédiatement une ou deux intégri<les. Par exemple, si 
l'on suppose 

(a) -jr=T37(.f)<l>(^ p-j, 

CT et * désignant des fonctions arbitrairement choisies, l'équation (a 
fournira sur-le-champ une intégrale indépendanle de toute hypothèse 
faite sur la loi de résistance. 

Si Ton considère isolément l'équation (b) et que l'on suppose 

^ et y désignant des fonctions quelconques, celte équation fournira 
tout de suite une intégrale indépendante de toute hypothèse faite sur la 
nature de la force centrale. 

Il est clair qu'en adoptant simultanément les expressions (a), (/i 
de R et de V, la solution complète s'achèvera par deux quadratures. 

En posant généralement 

jf~F^=iv% f = wiv-, 
de façon que 

F = \.iu — I w, T=T«^, 

les équations (a) et (b) pourront s'écrire 

^ ^ R. ^ — V 
di" ^v^' dé '^ 2v^^a — / 
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et, en y joignant 

^ = ?' ^, -=^v-^«-'"-. 

on aura, sous une autre forme, les quatre équations qu'il s'agit criii- 
tégrer dans le cas général où R et V sont des fonctions données quel- 
conques de /, 9, J, f, F, cest-à-dire ici de t, y, .f , w, w. 

§ Vil. — Z)«i multiplicateur relatif mi système {a). 
(k)nsidérons en lui-même le système (a), ou plutôt le suivant. 



rii ftï d¥ flT d^ 



- 1 



dans lequel je suppose que R et V sont des fonctions de ^, f, F, y indé- 
pendantes de t. I^e multiplicateur M, propre à ce système, pourra, con- 
formément aux règles connues [loc. cit., p. 77) (*), être défini par l'é- 
quation 



</lo-Af ,,dH .d\\ ff^V ^i)\ 



M! — ~ h 2F -VIT -h J3Î7 -h af-:,-p 4- F-^^^ -f- ^^ = o. 



En admettant qu'il ait été déterminé par un moyen quelconque, si R 
et V ne contiennent pas y, soit 

e(.f,f,F,T)=t;, 

C étant une constante arbitraire qui n'entre pas dans 8, ime intégrale 
indépendante de / du système (a,); en l'adjoignant à l'intégrale 



/. VTf — F^ , 



(•) Les détails dans lesquels j'entre ici doivent être considérés comme un 
simple rappel des principes posés par le grand géomètre dans le Mémoire ri- 
dessus mentionné. 
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l65 



le principe du dernier multiplicateur [loc. cit., p, loo) fournira la der- 
nière intégrale 






ôt) 



[(RF 4- Vf) d:f F df] = const., 



(Foil Ton doit éliminer, comme on le sait, F et T au moyen des deux 
intégrales précédentes, après que les differentiations partielles auront 
été effectuées. 

Si R et V contiennent <p, les deux intégrales censées données étant 
représenté(»s par 

e(.f, f, F, ?, T; = C, e. (.f, f, F, (p, T);=--r C,, 

en les adjoignant à l'intégrale [d), la dernière intégrale sera 

f f-~ r(iuf + Vf ^ d.1 - F dn ^ const.. 



ou 



A:.- 



^ dF dF 
,,,,, ^ r?e, 



et j'écris ces formules (e), (fj dans Tunique prévision où Ton parvien- 
drait à trouver une ou deux intégrales lorsque, R et V étant donnés, 
on connaît une expression de M vérifiant Téquation (M). 

Dans le cas où R ne dépend que de .f et de y, en désignant par p un 
nombre doimé quelconque et ajoutant à l'équation (M) la suivante, 



(|ui provient de {a^), on obtient 
e/logMT-/> çd\ 






(p -f /i)V = o. 



Journ, tie Math, ( 3' série), tome VII. ~ Aoct 1881 
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En égalant à zéro Tensemble des termes qui suivent le premier, on 
aura 

iix,) U = TP. 

Ainsi, quand R dépend seulemenJ de ^ et de 9 et que V est une fonc- 
tion homogène de F et v^f de degré — (/? 4- /| ), pouvant contenir .f et 9 
d'une manière quelconque, la formule (jjl, ) donne un multiplicateur du 
système (a, ). Si R et V ne contiennent point 9, il suffira, comme on Ta 
dit, de connaître une intégrale 6 pour ramener le problème aux qua- 
dratures. Par exemple, en prenant 

auquel cas 

P =— 5, 
l'équation (b), § VI, fournit 

et la partie sous le signe / dans lequation (e) revient à la différentielle 
exacte 



rs 



[(R-^v.f-4 



ce qui ne doit être considéré que comme une très simple vérification 
de mes propres calculs. On aurait un exemple un peu plus général, en 

supposant dans (/3) la fonction V égale à (.f f — F^ ) ^ '^ s R ne dépen- 
dant encore que de,f. L'équation (b) fournit l'intégrale 0, et l'on peut 
ensuite appliquer la formule (e). 
Lorsqu'on suppose 

(y) v = «T(.f)f^— \ 

rs{i) étant une fonction donnée quelconque; si R ne dépend que de ^, 
on a le multiplicateur (|i, ), mais il reste à trouver une intégrale 8 pour 
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pouvoir appliquer la formule (e). Ia difficulté est alors concentrée 
dans la recherche de l'avant-dernière intégrale. 

Admettons encore que R ne dépende que de .f , en sorte que 

^ étant une fonction donnée à volonté : en désij;nant par ^ et g deux 
nombres quelconques aussi donnés, et ajoutant à Téquation (M) les 
deux équations du système (a,), savoir : * 

I dT ^, 

d( ,/ ^\ dS fxT 

- 9dl -^9^ (^) ^ -*- 2q(Y= o, 

puis égalant à zéro tout ce qui dépend de V dans l'équation obtenue, 
on en conclura 



ik', 






4> étant une fonction homogène de F et v'f , de degré — (/> H- 4)» pou- 
vant contenir ^ et 9 d'une manière quelconque. Si $ ne renferme pas y, 
la connaissance d'une intégrale suffira pour ramener le problème 
aux quadratures. 

En dehors de cette forme V, qui correspond au cas signalé par 
Jacobi (foc. CI/., p. 208), il paraît difficile de découvrir quelque mo- 
dification de Téquation (M), au moyen du système (a,), qui permette 
de trouver un multiplicateur ne renfermant pas /, et tel que les ex- 
pressions de R et de V soient dans une parfaite indépendance Tune de 
Tautre. 

J'ajouterai quelques remarques pour le cas du vide. Il faut alors sup- 

poser V=o, T=: 1 et supprimer le terme intermédiaire *?c7 dans le 
système (a,). Si, à part l'intégrale 
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on en a une autre 

la dernière intégrale ser.i 



É. COMBESCURE. 

B(.f,f,F, ^) = C, 



/ 



M 



^^(Rrf^^rff)::^ const., 
(J'f 



el si, en particuliej-, R ne dépend que de ê et de y, on peut prendre 
M=.. 

En conservant cette hypothèse sur la composition de R, soit 



K'^'^'l"^')=^ 



une intégrale première^ résolue par rapport à la constante d'inté- 
gration de l'équation (r i), § II, la dernière intégrale sera, M pouvant 
être pris égal à i , 



r(^^s-2¥d^ 



const., 



ou 



^ = 



. de 



La varîàhle f ne pouvant s'introduire ici que par Tintégrah* 



\/^l'— F* = k, le déterminant A se réduit à ^-^^ D'ailleurs, à cause de» 



on aura 



^_ 2F£ 

d^ A: ' 

àB _ de tJ 
d^ 



et Ton pourra prendre pour la dernière intégrale 

. (^P-P'^y) =: const.. 



/ (rfp-p 
5? 
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en posant p' == ^ et supposant Tintégrale donnée écrite sous la forme 
qui correspond directement à la formule ( i i ) 

c'est, du reste, ce qui résulterait de ce qui est dit à la page 1 29 du 
Mémoire cité. 

§ VIIÏ. — Mouvement des projectiles. 

Les équations de ce mouvement sont comprises dans le type 

W^-^Tt-^S^^ 



où g, gt9 gif ... sont des constantes données. En posant 

V = v/r-^>î"H-r'-H... et e=|, 

S serait la résistance tangentielle dans le cas de deux ou trois coor- 
données rectangulaires Ç, ïj,'Ç, — Je considérerai généralement S et, 

par suite, ô comme une fonction quelconque de |', y}',Ç', Cela 

posé, si Ton fait 

c^ c/t) f/Ç 

la di£rérentiation des équations précédentes fournira 

d'à: c^^_l/5^/ 
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ce qui rentre dans la forme (i'), § V, en prenant 

V = 6, R = *. 
A cause de 

en différentiant la première (6), § I, on aura 

A[(|o'— Op)s\nfp -+- py'cosçj-f- A'[(|3'— 6p) cos^ — p^'siny] = ^. 

En multipliant et divisant par p = v^i, puis posant 

, . (F — e.fUin«)-+- A-Tcosc» ^ (F — eif) cos^p — A-T sîn© .^, 

Téquation précédente et les analogues peuvent s'écrire 

1 AG + A'(;' = ^, 
is) \ BG-^B'(;'=g^,, 

De ces dernières relations résulte 

F(AG, A, BG, B, . . .) = F(^, A, g^, , B, . . .), 
c'est-à-dire 

G = F(^^A,g'.,R,...). 
et de même 

Il en résulte aussi 
g{g,g ) = .f(AG -I- A' G', BG 4- B'G'. . . .) = (i'^ G" = A». 

On a 

¥{x, x', ...) = F{x, 9.r + ^, . . .) = 5.f + F(x, g, . . .), 

f = ^{x',y, ...)^ .iiOx + g, . . .) = 6-'^-h2eF{x,g, . . .) + A» 

et, par suite,* 

^»T« = #f- F» = h' S - ¥{a; g, . . .)». 
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Ell désignant par ^o».)'o» ••• '^J* valeurs de x, y, ,.. répondant k 
/ = o, ot par Fo la fonction T^{x^, g^fo* ffn " •)» '^^ relations (a) don- 
iieronl, pour cette valeur de /, et en ayant égard aux égalités précr- 
dentes, 



G 



Fq sin 'y o-i- y/A^ ef p — F; cos cpo 

yJJo 



Q,_ Fq COS ^0 — \/h^ ,fo — F; sin Çq 

où ne figurent que les données initiales en supposant aussi donnés, 
comme je le ferai toujours, les coefficients a, 6, . . . qui entrent dans 
la composition de .f. Quant aux constantes A, A', B, B', . . ., en ayant 
égard aux relations {g), aux formules (6), § I, et aux précédentes ex- 
pressions de G, G', on aura 






où A^ = ^(g^,g^,, ...) ne dépend que de quantités données et où Ton 
peut attribuer à Ço 1^ valeur déterminée qu'on voudra, par exemple 



- ou o. 

2 



Maintenant les équations (a) donnent 

( F- 0^=:v^(Gsin(p-4-G'cos(p), 
I *T=v^"(Gco8(p — G'siny). 

En faisant la somme des carrés et remplaçant k^T^ par eff — F*, on 
aura 

f-20F^-0^^ = A^ 

Si l'on élimine f au moyen de cette dernière relation, leséquations(a). 
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§ VI, deviennent 






dt ^^' 


■V) 


^ = A»-Ô»^ + 3eF 




d'^ _k1 




1 dt ~ s 



d^ - 

dt^^ 



Qtinnd on substitue dans ces équations les valeurs de F et de ArT, 
déduites de(|3), la seconde devient identique, et la première, com- 
parée à la troisième, fournit, en réintroduisant p, 

dp pô -h G sin^ -h G'cos^ 

d'^ ' G coscp — G' sincp 

La fonction peut, comme je l'ai supposé, dépendre d'une manièi'e 
quelconque de |', ri\ . . ., c'est-à-dire de ar,y, z, . . ., ou enfin de p et ç, 
à cause des formules (6), § T. Son expression transformée contiendra 
A, A', ... ; mais, d'après les valeurs ci-dessus de ces constantes, on 
peut considérer comme dépendant définitivement des coefficients 
qui entrent dans ^, des valeurs initiales a7o,^o» ••• et des constantes 
données g, g^, .... 

L'équation (s) étant intégrée et la constante qui s'introduit étant dé- 
terminée par la condition que p = Po pour ç = <po» '» dernière (y) don- 
nera / par une quadrature. Cette équation (e), qui est exactement de 
même forme que l'une des équations dont on s'occupe dans la Balis- 
tique, pourra, comme celle-ci, s'intégrer dans le cas où l'on prend 

' n étant un exposant constant quelconque, et/?, q des fonctions quel- 
conques de 9. La résistance proprement dite étant généralement 

s = ve, 

f»t les calculs qu'il faut faire ici étant à peu près les mêmes que dans 
le cas ordinaire, on voit que, sans augmenter la difficulté analytique, 
on aura, par des transformations sensiblement pareilles, le mouvement 
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du projectile avec une loi de résistance représentée, soir par 

soit par 
où 



et oil p désigne toujours la racine carrée d'une forme quadratique quel- 
conque. 

Or, à cause des coefficients arbitraires a, b^ . . . qui figurent dans p, 
on peut, en les déterminant convenablement, rapprocher davantage 
les résultats du calcul de ceux fournis par l'observation, bien que Ton 
fasse dépendre implicitement de la direction la résistance du milieu 
quand on ne réduit pas p^ à une somme de carrés. 

La quantité étant censée exprimée en ^ et y, on a généralement 

^ ^ at Of df ^ 

Si, en particulier, 6 est donné en fonction de .f seulement, les deux 
premières équations (y) fourniront, en réintroduisant p, 

Quand on aura intégré cette équation, l'angle y sera donné, sans 
intégration nouvelle, par la première équation {^), et Ton aura ensuite 
/ par une quadrature. 

L'équation {â) est immédiatement intégrable lorsqu'on suppose 

m étant une constante quelconque. En faisant, pour un moment. 



. /^2 m 

m ' ^ h 

Journ. de Math. (3* série), tome VU. — Aodt i88i. 
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celte dernière relation peut s'écrire 



X 



dx 



^-3/=::^ i^X^f. 



Elle admet la solution parliculière 



^ X X*' 



et Ton en conclut, par suite, pour la solution générale. 



y- 



j> gt^-Hff.' 4_ g-(X-Mr) 



c étant une constante quelconque. Une pareille loi de résistance ne 
peut physiquement convenir. Il m'a paru néanmoins intéressant de la 
signaler, les seules lois où Ton soit parvenu à réduire le problème aux 
quadratures étant, à ma connaissance, comprises dans la iPormule 
^5=^-4- yp", quand on y suppose que p désigne la vitesse. 

Dansla question présente, on a un nombre suffisant d'intégrales pour 
appliquer le principe du dernier multiplicateur; mais, en se reportant 
à l'équation (M), § VIT, et à l'expression ci-dessus (r) de R, on s'aper- 
çoit que la détermination du multiplicateur M n'offre pas moins de 
difficultés que l'intégration directe de Téquation (s) ou de l'équation (^ j. 
Cette équation (d), en changeant la notation, se rattache au type 

rg - X + x.^, 

OÙ X, X| sont des fonctions données de x. Si l'on cherche un multipli- 
cateur eulérien de la forme 

a =/" -h ?,/" • -4- 927"'-- -h ... -h ?„,-,7 ^ 9,„, 

où y,, 92» ••• sont des fonctions inconnues dear, et m un nombre 
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entier quelconque, on peut déterminer 9,, fa, . . . moyennant une cer- 
taine relation entre X et X, ; mais celte relation, pour le cas de Téqua- 
tion (5), fait dépendre la loi de résistance de l'intégration d'une équa- 
tion qui n'est pas plus facile à traiter que l'équation ( J), bien qu'on 
puisse se borner à une solution particulière. 

Dans de telles conditions, et si l'on veut adopter une loi de résis- 
tance autre que celle dont on a parlé plus haut, il faut revenir au pro- 
cédé des approximations successives. En supposant que 6 ne dépende 
que de rf , il m'a paru qu'il y avait quelque avantage à conserver / 
comme variable indépendante. I^s deux premières équations (y) peu- 
vent alors être remplacées par l'équation du second ordre 



1 ^ 

2 de* 



v-«.(|...|)|. 



En admettant que la densité du milieu est assez faible, on pourra 
supposer 

/ 1 1 "\ 

i étant un nombre très petit, et a, a^, a^, ... des coefficients finis 
censés connus. Si l'on conçoit § développé suivant les puissances posi- 
tives de 6, en sorte que 

^ ~ // 4- M, 6 4- M2Ê* -H . . . , 

II, u,, ... étant des fonctions inconnues de /; en substituant cette ex- 
pression de ê dans celle de 6, puis dans l'équation différentielle, et éga- 
lant dans les deux membres les coefficients des mêmes puissances de s, 
on aura une suite d'équations différentielles qu'on pourra intégrer suc- 
cessivement, en déterminant les constantes arbitraires par la condition 
que a,, W2» • • • ^^ leurs dérivées premières s'évanouissent avec /. Quant 
à M, qui répond au mouvement parabolique, on aura 

u = h^t'^ ^ xt -h uî,. 

X et ill seront fournis par les valeurs initiales x^^ y^, . . .'; u, sera donné 
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par une équation de la forme 

^=(M + Nv'«)^ ou rf^ = (MH-Nv«)rf«, 

M et N étant des fonctions rationnelles et entières de m, etc. Mais je 
n'insisterai pas en ce moment sur ce sujet, qui exige des calculs un peu 
longs quand on veut approprier l'ensemble des formules aux exigences 
de la Balistique. 
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Sur le développement des fonctions implicites en une série ; 
Par m. F. GOMES TÈIXEIRA, 

Professeur à l' Université de Coïmbre (Portugal). 



On connaît la formule de Lagrange qui sert à développer en une 
série ordonnée suivant les puissances de x une fonction 

Nous allons dans cette Note présenter une formule plus générale que 
celle de Lagrange, qui sert à développer en série ordonnée suivant les 
puissances de x une fonction w, 

\y = t + xrf, iy) + x" <^^{y) +. . .-H ot" 9„(r). 
Dérivant la deuxième des équations (i), on trouve 

'L =^ ? ' C^) -^ 2 a? ?, (j) + . . . -4- nocf-' y„ [y) 
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d'où Ton déduit 
ou 

i - I 

Mais, étant 

rh/ __ du dy da du dr 

dx dy dx^ dt '^ dy di ' 
nous avons 

OU 

I f \ dn ^ du 

-4) ■:jz = ^- 



i 

OÙ l'on 



dx '" ^ dt 



pose 

(5) 5:==^(eV->,-Cr)j, 



Dérivant l'équation (4) et ayant égard à l'équation (2), il vient 

^* " — . ^^^ £ du / d^ ^d^ dy\ 
dx^ ~ 5!^ "^ 5J [dl' '^ d} 'ttj ' 

d^u d}u s^ du 6/6 dy 

d^t '^ 'di^ ^ Tt d^' ~S~r 

d^u __ d^u ^2 du f d^ - <yft //v\ 

d^^^lF^ '^ dt\d^~^ ^^d^'Ht) 

d^u ^{Tn^J du dfi 



donc 



ou 



(6) 



dx* ~' dt dt dx 

En dérivant (6), on obtient de la même manière 

d*f—bi\ d(^'\—\ 

i . d^u \di / « \^ dx / du ^6 

^7) d^i — df* ^ ^ di ^ ^ Sx»' 
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H après 

d^n _ _\dt I ^ \dt dxj 



dx' 



dt^ 



dt^ 



^ di "^ -* ' dt 



du ^0 
6?7 5ï'* 



On obtient les dérivées suivantes de la même manière. Nous allons 
en chercher la loi. 

En général , représentant par 0\ 6", 6", ... les dérivées de par 
rapport à Xj on a 



(8) 



dx 

et par conséquent 



^/^-» 









r//«-» 



ou 



(9) 



^-l^('gl<*-)-*s)'-"''-"' 



)"•.. 



<^/« » 



^- 



^-['"S(^-fa«)«'<«')-(-)'- 



é//«- 



^-^§(5i-?a«)-<«'>-»«-)'-c->'- 



t^^«" 



dx 



"=Sl 



(é/«r^6^^>(0')'"(ô'K... I 



-^* 



dt"" 

du , 



^a-i I ^e^-»(0')"'"^*(^')'' 



...] 



m 






^a-l 



^a-i rf^e*(e')'"(e')/'-'(o*')^^>...l 



t/^«-» 



...,. 
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Comparant cette formule à la formule (8), on voit que chaque terme 
de (8) donne une somme de termes qu'on forme de celui-là en olani 
une unité à l'exposant de chaque facteur i, 0, d\ 5", ... et en l'addi- 
tionnant à celui du suivant, et donnant pour coefficient au terme Tex- 
posant qui a été diminué. 

L'ordre de la dérivée par rapport à / qui entre en chaque terme est 
égal à la somme des exposants de 0, 0\ 0", . . . dans le terme moins une 

unité. En effet, cela est vrai pour la dérivée -j—^y et par la formule (9) 

ou voit que l'ordre de chaque dérivée augmente d'une unité dans le 

f^a — I ff fia », 

passage de y-;^3^ ^7~^' ^^^^^ m^^ ^^ somme des exposants de ô, 0\ 

0" 

Nous avons donc, en remarquant que les dérivées de d'ordre plus 
grand que n sont nulles, la formule suivante, 

où Ton doit donner à a, /3, 7, .... X toutes les valeurs entières et posi- 
tives qui satisfont à l'équation 

a -f- 2^ -+- 37 -f- . . . -h «X — i\ 

et où b est donné par la formule 

A -I- r = a -h /3 -h 7 -h ... -h À. 

Il ne nous reste qu'à déterminer le coefficient A. Pour cela nous 
ferons 

et nous aurons 



d'u 
5Û^ 



w _ Y ^^^» // ii^\ i^\ /d"yy 
r' ~ 2j dy^^' \dx) \dP) " \^j ' 

Mais on trouve dans le Calcul différeniiel de M. Bertrand la for- 
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mule suivante, qui donne la dérivée d'ordre i de u étant u=/{y), 

d^ti V dPu \dx) \f/j?V W^"/ 

djT^ ^ ' *** dyP 1,2. , ,oL (i ,2)^1 .2, . ,^ (1.2. . . /i)*' 1 .2. . .X 
OÙ 

La comparaison des deux formules précédentes mène à la valeur 
de A qui, substituée dans la formule générale, donne la suivante 

^6|^^e-(6')no')T...(e(« »y^] 

di_u _\ " " ' " ^ dt^ 

dx^ ^ i.a . . .« X 1.2 .. . p X . . . X 1.2 . . .X(i.2)*(i .2.3)P. . . (1.2 . . . /i)^' 

Nous avons ainsi rexpression générale de la dérivée de u par rapport 
à J7 de la fonction (i). 

Pour obtenir maintenant le développement de u en série ordonnée 
suivant les puissances de x^ nous emploierons la formule de Mac- 
laurin 

et les coefficients seront donnés par la formule précédente, en y fai- 
sant a? = o. 

En y faisant donc a? = o, nous aurons premièrement 

Ensuite les formules 

^ = '?^{y) + 2a;î>,(y) + ... -t- nx"-'(f„{y), 

6'= 29j(v) + 3.2a?ç,(7)-i-.. ■+■ n{n— i)x"-*f„{Y,, 

$" = 3 .nftiy) + ... -h n{n - i){n - 2)x"-*<p„{y), 

$("-'>= «(/» — i),..2.i(p„(y), 

Jowtt. de Sfatli. (3* série), tome VII. — Aoct 1881. 30 
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donneront 

Noms aurons donc 






En général 

\da;^/o Zà 1.2. . .ax ï.3 . . . P X ... X 1.3 ...X<i<^ 

OÙ Ton doit donner à a, /3, y, ..., X toutes les valeurs entières et posi- 
tives qui satisfont à l'équation 

« -4- 2]3 -h 'iy-h... -h n\ = i 

et où h est donné par la formule 

6H-i = a-h/3-h7-4-...-hi. 

Nous avons donc la formule 

/V / y TU / 1.2 . . . /l^jl.2...« xi.2...px...xi.3...X^/^ 

qui contient comme cas très particulier celle de Lagrange. 
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Intégration, sous forme finie, d'une quatrième espèce 
d' équations différentielles linéaires, à coefficients variables; 



Par m. D£sir£ ANDRE. 



1 . Nous avons, clans un précédent Mémoire (' ), fait connaître une mé- 
ihode pratique pour intégrer, sous forme finie, trois espèces d'équa- 
tions différentielles linéaires, à coefficients constants ou variables, ap- 
partenant toutes les trois au genre des équations différentielles linéaires 
(|ui possèdent une équation dérivée régulière. 

En même temps, nous avons fait remarquer que les différentes es- 
pèces d'équations différentielles linéaires contenues dans ce genre cor- 
respondaient à différentes espèces de séries; et que, dès qu'on savait 
sommer une de ces espèces de séries, on savait intégrer, sous formt» 
fmie, l'espèce correspondante d'équations différentielles linéaires. 

Les trois espèces d'équations différentielles que nous avons intégrées 
déjà correspondaient à trois espèces de séries que nous savions som- 
mer. Nous avons sommé postérieurement (^) une nouvelle espèce 
(le séries, et nous nous proposons, dans le présent travail, d'intégrer, 
sous forme finie, l'espèce correspondante d'équations différentielles 
linéaires, laquelle constituera pour nous la quatrième espèce, dans le 



(') Journal de Mathématiques, année 1880, p. 27. 

(*) Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, séance (hi 

avril 1879. 
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genre des équations différentielles linéaires qui présentent une équation 
dérivée régulière. 

2. Les équations différentielles linéaires de cette quatrième es- 
pèce sont des équations différentielles linéaires sans second membre, 
d'ordre quelconque, à coefficients variables, et relatives chacune a 
une seule fonction Y d'une seule variable indépendante a?; elles pos- 
sèdent une équation dérivée régulière; et l'espèce qu'elles constituent 
est caractérisée par la forme de F(/i ) que définit l'égalité 

"p/ \ \ 

^ ^ '^ PiP -^ »)i/^ -+-2)...(/> -h n— I)/(/^)' 

dans laquelle /> est un nombre quelconque, positif ou négatif, mais non 
pas entier; et oxif{n) représente un polynôme quelconque, entier 
par rapport à n et à des exponentielles de la forme a". 

Ces équations s'intègrent, sous forme finie, à l'aide de fonctions algé- 
briques rationnelles et d'expressions irrationnelles de la forme( i —ax^. 
Pour les intégrer, nous allons nous reporter au Mémoire que nous 
avons rappelé en commençant, Mémoire dont nous ne faisons,- pour 
ainsi dire, dans le présent travail, qu'une simple application, en en 
conservant, sans modification aucune, toutes les définitions et toutes 
les notations. 

3. Nous reportant donc à ce premier Mémoire, nous y trouvons, au 
paragraphe 6(*), la formule 



^n nlh (n) 



,-k -h\ 



OÙ V et k sont des entiers déterminés, où i^„est le terme général d'une 
série récurrente proprement dite, et où X représente un polynôme en 
Xj très facile à former, qui s'annule lorsqu'on a 

k = v-h I. 
(*) Journal de Mathématiques, année i88o, p. Sa. 
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Cette formule donne, à Taide d'une série, une intégrale de l'équa- 
tion différentielle linéaire qu'on se propose d'intégrer; et cette inté- 
grale en est d'ordinaire l'intégrale générale; car, dans la plupart des 
cas, Xet v„ contiennent un nombre de constantes distinctes juste égal 
à l'ordre de l'équation diflférentielle linéaire considérée. 

Si nous remplaçons, dans cette formule, F (/i) par son expression 
( 2 ), nous trouvons l'égalité 

Y = x + y />(/> + »)• ••(/>H-n-,y^^^ 

^n 1.2, ,,n J \ } I» 

que nous pouvons écrire encore 



1.2. . 



en désignant par X, un polynôme entier en x dont le mode de forma- 
tion, à l'aide de X et de la série, se voit immédiatement, et par Un le 
produit f{n) v^^ lequel constitue, tout aussi bien que v„^ le terme gé- 
néral d'une série récurrente proprement dite. 

4. L'intégration, sous forme finie, que nous nous proposons d'ef- 
fectuer, est ramenée ainsi à la sommation de la série dont le terme 
général U« est donné par l'égalité 

;>(/>+. )...(p + n-.) 

" 1 . 2 . . . /i " 

Or nous savons sommer une pareille série. En effet, si nous considé- 
rons l'équation génératrice de la série récurrente dont w„ est le terme 
général, et que nous désignions par a l'une quelconque de ses racines 
etj^ar aie degré de multiplicité de a, nous avons identiquement, en 
représentant par Ç<,(/i) un polynôme entier en n, du degré a— i, et en 
étendant le 2 à toutes les racines de Téquation génératrice, 



u„^^^,a{^)ar. 
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Cela étant, nous avons récemment ( * ) annoncé que si, partant de 
Fégalité donnée 

Sa{n) = Ao-T- A,w -4- \.^n' H- ... -h A.», /««"', 
Ton pose 

et que l'on appelle S la somme de la série considérée, on a, en éten- 
dant encore le 2 dépourvu d'indices à toutes les racines de Téquation 
génératrice, 

s = ^ ^^ Qa.na'x' ( i - ax)-^-*. 

o 

5, Portant celte expression de S dans la dernière formule (3) qui 
nous donne Y, nous trouvons la formule nouvelle 



o • 

qui nous donne, sous forme finie, l'intégrale des équations différen- 
tielles linéaires de notre quatrième espèce. 

Comme nous Tavons dit (3), cette intégrale est d'ordinaire l'inté- 
grale générale. Il suffit de la considérer pour constater qu'elle ne con- 
tient que des fonctions algébriques rationnelles et des expressions irra- 
tionnelles de la forme (i — nxy. 

Il est d'ailleurs bien clair que ce mode d'intégration est aussi simple 
et aussi pratique que ceux que nous avons donnés dans notre premier 
Mémoire. Il nécessite, comme les deux derniers de ceux-ci, auxquels 
il est fort analogue, la résolution préalable de l'équation que nous 
avons appelée équation caractéristique. Pour en bien faire comprendre 
la simplicité et la commodité, nous allons l'appliquer à l'intégration 
d'une équation différentielle linéaire donnée. 



(*) Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, séance du 
7 avril 1879. 
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6. Soit Féquation différentielle linéaire du second ordre 



(aa?*— 'ix -h i) 



çPY . /16 



{-.-,) 



dx 9 



Elle appartient à notre quatrième espèce, car son équation dérivée, 
pouvant s'écrire 



^T 



-3 



\n-\ 

* 



i(i + i).-.(i + n-i) "i(i+i)...(i + «-a) 



+ 2r7T 



V/i-l 

' 



l(i + 0.-.(i + «-3) 



= 0, 



est régulière et montre que Ton a 



^^'*^~i(H-0...'(i + «-i)' 



Donc, nous avons immédiatement (3) 



Y=X + 



I 



i(i + i)---(i + /«-i) 



I .2. . ./l 



i^«^. 



ç^ étanl le terme général d'une série récurrente proprement dite, qui 
admet l'équation génératrice 

07^ — 3iC -h 2 = O. 

Cette équation génératrice ayant pour racines les nombres i et 2, 
nous pouvons, en désignant par €« et C, deux constantes arbitraires, 
écrire l'égalité 

ç;„ = C, I''-|-C2 2''. 

De plus, dans l'exemple actuel, les nombres v et ^, définis comme 
dans notre premier Mémoire, ont pour valeurs respectives i et a. 
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Donc, d*après ce que nous avons dit (5), le polynôme X disparaît, et 
il vient 

Y^y 3(i+o...(i-^n-i) ^^ ^^ 

^n 1.2. ../l ^ * ^ ' 



La série qui figure au second membre de cette égalité se peut 
sommer sans même qu'on soit obligé de recourir à la formule géné- 
rale que nous avons donnée (4). On a, en eflet, immédiatement 

Lan 1.2. . .71 ^j 1.2. ../l ^ ^' 

O 

et Ton tire de la 

Y ^ . * 

3 



20? 



i/i — j? yi — 2 
Telle est l'intégrale générale de Téquation différentielle linéaire cou- 



su 



lérée. 
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PROPAGATION VERTICALE DES ONDES. 289 



De la propagation verticale des ondes dans les liquides; 



Par m. P.-A. CORNAGLIA, 

Ingénieur en chef du Génie civil, 
Ancien élève de l'École nationale des Ponts et Chaussées de Paris. 



1. 

1. Soit une masse liquide en agitation, uniquement par l'effet du 
mouvement des ondes produites dans cetle masse par le vent, ou par 
toute autre cause qui agisse d'une manière analogue. 

Avant tout, de nombreux faits d'observation prouvent positivement 
que l'agitation, en certaines circonstances, se propage à des profon- 
deurs considérables. 

Il suffit de citer l'exemple du banc de Terre-Neuve, dont la réaction 
sur les ondes est très sensible aux bâtiments qui s'en approchent, bien 
qu'il se trouve de 80™ à 160"* au-dessous de la surface de la mer. 

Ce fait démontre que l'agitation sur le banc doit être bien puissante 
pour produire des effets sensibles à travers une colonne liquide de si 
grande hauteur, et qu'elle doit s'étendre encore bien plus bas. 

Par contre, l'agitation devient insensible à une certaine profondeur. 

Les matières extraites au moyen de la sonde prouvent que les jdIus 
terribles tempêtes de l'Atlantique n'ont pas la force de produire sur le 
fond, le long du plan de pose du télégraphe, une ondulation suffisante 

Journ. de M-ith, (3« série)» tome W\. — Septembre iS8x. '^7 
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pour corroder les organismes très délicats qui y sont déposés, ni de les 
transporter aux alentours, ni même d'y mêler des grains de sable, si 
fins qu'ils soient (*). 

Quelquefois l'agitation devient insensible à des profondeurs beau- 
coup moins grandes 

Les plongeurs sont d'accord pour affirmer que d'ordinaire, à des pro- 
fondeurs peu considérables, la mer reste sensiblement calme au fond, 
bien qu'elle soit très agitée à la surface. 

Non loin des côtes, et par conséquent à des profondeurs moyennes, 
mais assez grandes encore pour qu'on ne puisse pas y jeter l'ancre, 
les navires peuvent tenir suffisamment bien, pendant une nuit entière 
de gros temps, sur une ancre flottante, descendue à la profondeur 
d'une centaine de brasses au moins. 

L'ancre flottante est formée par une croix de Saint- André sur laquelle 
on étend fortement une voile; on la suspend à un grelin attaché aux 
quatre extrémités de la croix. 

Ce mode de mouillage ne tient plus si l'on descend cette ancre à peu 
de mètres seulement de profondeur. 

l^a différence de pression sur les deux faces de l'ancre est toujours 
égale au poids de l'eau déplacée, quelle que soit la profondeur à 
laquelle l'ancre se trouve; d'autre part, les résistances du navire et 
de l'ancre flottante dans la direction de leur câble d'union sont op- 
posées l'une à l'autre, et respectivement proportionnelles au carré de 
leur vitesse relative par rapport au liquide en contact dans cette même 
direction; on doit conclure de là que, dans ces conditions, l'ancre se 
trouve dans un liquide ambiant assez tranquille pour pouvoir tenir. 

Quelles que soient du reste les causes par lesquelles l'agitation se 
propage plus ou moins profondément, d'après les faits qu'on vient de 
citer, elle ne s'étend donc pas au delà d'une certaine limite; et cette 
limite, contrairement à l'opinion de quelques-uns qui ont voulu trop 
généraliser certains faits d'observation, n'est pas absolue, mais va- 
riable selon les circonstances dans lesquelles l'agitation se produit. 

Et comme l'action d'une force s'affaiblit en se transmettant, il s'en- 
suit que l'agitation doit aller toujours en diminuant d'une manière 

( * ) Maur¥, Géographie physique de la mer. 
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continue^ quelle qu'en soit la loi, à mesure que de la surface on des- 
cend vers la limite où elle cesse tout à fait. 

On peut représenter cette limite par un plan horizontal, si le fond 
lui-même est horizontal, et si les ondes sont égales entre elles; c'est ce 
qu'on doit supposer quand on se propose uniquement d'étudier la 
propagation du mouvement dans la direction verticale. 

D'ailleurs, si des causes exceptionnelles n'interviennent pas, l'obser- 
vation fait voir qu'une onde, dans un bref trajet, conserve très approxi- 
mativement la même forme et la même vitesse; et que les ondes qui 
lui sont immédiatement adjacentes lui sont aussi très approximative- 
ment égales, au point qu'on peut les regarder toutes comme telles, et 
comme animées d'une vitesse uniforme. 

Or, dans le plan de la section droite des ondes, les verticales com- 
prises entre la surface du liquide et la limite de l'agitation sont d'au- 
tant plus longues que du point le plus bas de l'onde on va vers son 
sommet, et vice versa, elles sont d'autant plus courtes à mesure que du 
sommet on s'approche du point le plus bas suivant. 

Par suite, pendant le pas>age de l'onde, chacune de ses verticales 
subit successivement toutes les phases de longueur de toutes les autres 
comprises entre les deux extrémités de l'onde. 

Et comme l'observation montre encore que le liquide ne possède pas 
un vrai mouvement de translation continu, mais un mouvement apparent 
dans le sens de l'avancement des ondes ; comme, d'autre part, le li- 
quide est continu et incompressible (* ), et qu'aucune molécule située 
au-dessus de la limite d'agitation né le dépasse jamais pour venir se 
mêler avec celles qui se trouvent en dessous, et vice versa, il s'ensuit que 
l'afflux de liquide vers le sommet de l'onde doit s'opérer moyennant 
un écoulement correspondant des creux adjacents, et inversement. 

L'observation enseigne encore que dans le mouvement des molé- 
cules il n'y a pas de confusion : s'il en était autrement, elles s'embar- 
rasseraient Tune l'autre, et bientôt le mouvement cesserait; tandis que 
les faits démontrent, au contraire, que les ondulations se propagent 
dans la direction horizontale à de très grandes distances sans diminuer 



(*) Incompressible dans le sens entendu par les physiciens, c'est-à-dire qu'il no 
change sensiblement de volume que sous d'énormes différences de pression. 
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beaucoup de grandeur, s'il n'intervient pas d'autres causes, et que sur 
le même point elles durent encore longtemps après la cessation de la 
cause qui les a produites. 

De tout cela il faut conclure que les molécules oscillent entre cer- 
taines limites, aussi bien dans la direction verticale que dans l'horizon- 
tale, et que les oscillations vont toujours en diminuant à mesure que 
les molécules se trouvent à une plus grande distance de la surface du 
liquide. 

2. Le colonel Emy if expliqué très plausiblement tout ce mécanisme 
des ondes de la manière suivante ; 

Soit d'abord une masse liquide en repos avec la surface en RR; 
divisons {fig* i) celte masse en un certain nombre de tronches PmnQ 




par des plans verticaux P/w, Q/i normaux à la direction du mouvement 
de translation des ondes qui se produisent les unes à la suite des autres. 

Lors du passage d'une onde, chaque tranche, de volume constant, 
s'allonge continuellement dans la période montante de l'onde, à partir 
du point plus bas B jusqu'au sommet A ; et vice versa^ dans la période 
descendante, elle se raccourcit continuellement à partir du sommet A, 
jusqu'au point le plus bas B suivant. 

Le volume des tranches ne variant pas, la forme doit varier; par 
conséquent, l'allongement et le raccourcissement suivant la direction 
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verticale se produiront au moyen d'un amincissement et d'un gonfle- 
ment correspondant suivant la direction horizontale. 

En outre, comme à sa base PQ, située dans la surface limite de l'agita- 
tion SS, chaque tranche doit rester telle qu'elle était lorsque le liquide 
était en repos, c'est-à-dire à la même position et de la même largeur, 
il s'ensuit que les allongements et les raccourcissements dans une di- 
rection, et les amincissements et gonflements correspondants dans 
l'autre direction, bien que produits sur toute l'étendue des tranches, ne 
pourront cependant pas être uniformes, et seront d'autant plus grands 
qu'ils seront plus éloignés de la limite d'agitation. 

Dès lors, les tranches qui doivent toujoursse juxtaposer exactement 
entre elles, en vertu de la continuité du liquide, viendront à s'incliner, 
et, selon leur degré d'amincissement ou de gonflement dans les divers 
points, se courberont suivant PMNQ, convergeront vers le sommet de 
l'onde et divergeront de son point le plus bas, de sorte que le déplace- 
ment vertical des molécules produit sur elles-mêmes un déplacement 
horizontal. 

Ces déplacements diminuent tous au ftir et à mesure qu'ils s'éloignent 
de la surface, de telle sorte que l'agitation diminue aussi jusqu'à sa 
limite. 

De tout cela il résulte encore : 

1^ Que les couches horizontales R'R' du liquide en repos se gonflent 
pendant le mouvement dans leur milieu et s'amincissent à leurs extré- 
mités, de sorte qu'elles viennent à se plier suivant une courbe B'A'B' 
qui représente l'onde interne correspondante au niveau primitif R'R'; 

2^ Que les molécules situées sur la même verticale Pm dans le li- 
quide en repos viennent dans le mouvement à se disposer sur une 
autre courbe PM, qui passe par le pied P de la verticale dans la limite 
de l'agitation, et qui converge vers le sommet et diverge du point le 
plus bas de l'onde. 

Les molécules se trouveront donc au point d'intersection des courbes 
respectives des deux systèmes différents. 

Et comme, dans le passage d'une onde entière, chaque tranche passe 
successivement par toutes les formes que prend le nombre infini de 
tranches dans lequel on |.eut imaginer divisée la masse liquide, il s'en- 
suit que la suite de tous les points d'intersection d'une même onde 
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interne, rapportés à la même verticare, représentera les trajectoires des 
molécules situées au même niveau dans le liquide en repos, ou bien 
sur la même onde interne lorsque le liquide est en mouvement. 

De plus, si Tonde suivante est égale à celle que Ton considère^ 
comme on Ta supposé, puisque leurs tranches correspondantes sont 
identiques dans toutes les deux, il s'ensuit que la même molécule 
devra se trouver périodiquement, à l'intervalle d'une onde entière, 
précisément à la même position qu'auparavant, et sa trajectoire, dans 
ces conditions, sera une courbe fermée. 

Les axes horizontal ei vertical de cette orbite indiqueront les limites 
des oscillations des molécules dans ces directions. 

Mais les molécules situées sur une même verticale dans le liquide en 
repos doivent toutes se mouvoir, au même moment, dans des condi- 
tions analogues ; quand Tune d'elles s'élève, par exemple, toutes les 
autres, jusqu'à la limite de l'agitation, s'élèvent aussi, quoique en difFé- 
rente mesure, et toutes passent au même instant par les mêmes parti- 
cularités du mouvement. 

Par conséquent, les ondes internes et l'onde visible, suivant lesquelles 
se disposent les molécules qui sont au même niveau dans le liquide en 
repos, et les orbites décrites par les molécules situées sur la m^me 
verticale dans le liquide en repos, doivent être toutes des courbes syn- 
chrones, quelle que soit la loi de propagation du mouvement dans la 
direction verticale. 

En d'autres termes, les ondes internes ont la même amplitude et 
sont disposées de la même manière que l'onde visible, tout en dimi- 
nuant de hauteur à mesure qu'elles sq trouvent plus bas, et les orbites, 
dont la forme est en corrélation avec celle des ondes, sont décrites 
en temps égaux, bien qu'elles deviennent de plus en plus petites à 
mesure qu'elles se trouvent à des profondeurs plus grandes. 

3. Tout cela est parfaitement d'accord avec les phénomènes que 
l'on observe dans la nature. 

En effet, lorsque la mer est suffisamment agitée et que les eaux sont 
claires, s'il s'y trouve des corps en suspension, des brins d'algue par 
exemple, on aperçoit que les corps situés sur la même verticale ont 
tous au même insta^nt un mouvement vers le lai^e quand ils se 
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trouvent dans le creux de Tonde, et vers la rive, quand ils se trouvent 
au contraire sur le dos, c'est-à-dire dans le flot, abstraction faite de la 
grandeur des mouvements qui sont plus prononcés vers la partie supé- 
rieure. 

On ressent les mêmes effets quand on se livre à l'exercice de la na- 
tation, surtout quand on se tient debout sans faire aucun mouvement, 
et si Ton se trouve à une profondeur à peu près égale à la hauteur de 
la personne. 

Évidemment, cela n'arriverait pas si à toutes les profondeurs les agi- 
tations n'étaient pas synchrones. 

4. D'après cela, et quoi qu'il en soit de l'explication donnée des dif- 
férents phénomènes natiu*els qu'on a cités, il est incontestable que le 
mouvement vertical des molécules y produit un mouvement hori- 
zontal correspondant. 

Il s'agit (le déterminer ces divers mouvements. 

A ce sujet, il est à noter que les méthodes générales de la science 
abstraite et pure, rigoureusement suivies jusqu'à présent sur cette ma- 
tière, n'ont pas encore permis d'arriver à des résultats d'un usage 
vraiment pratique; et cela à cause du caractère des expressions algé- 
briques auxquelles on parvient : ce qui leur a fait donner par Lagrange 
le nom de rebelles. 

Dans cet état de choses, l'ingénieur, dans les questions d'art, se 
trouve abandonné à ses propres appréciations, lesquelles sont plus ou 
moins justes, selon que ses observations sont plus ou moins complètes 
et exactes, et ses déductions plus ou moins légitimes. 

De là les interminables discussions qui sont pour ainsi dire une ca- 
ractéristique des questions de travaux maritimes. C'est pourquoi, ayant 
essentiellement en vue de donner des règles qui soient au moins suffi- 
santes à l'ingénieur pour ses applications, on suivra une méthode spé- 
ciale : à l'aide des faits constatés par l'observation, on suivra pas à pas 
et de près le phénomène, en appliquant séparément les principes à 
mesure que l'on verra se présenter de nouvelles circonstances pouvant 
exercer une influence sur son développement, et en laissant de côté 
tout ce qui compliquerait inutilement les procédés et les résultats 
analytiques. 
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11. 



5. Si Ton connaissait les forces qui les produisent, on obtiendrait 
directement la détermination des mouvements cherchés. 

Or, à ce propos, on doit noter que chaque effet est proportionné k 
la cause qui le produit et vice versa ; de sorte que, par les données de 
Tonde elle-même, qui est un effet, on peut en apprécier la cause, c'est- 
à-dire l'intensité et la direction de la force qui produit cette onde, ou 
qui est capable de la produire, en même temps qu'elle est capable 
d'engendrer les divers mouvements qui se développent dans la masse 
liquide 

Ceci posé, un point quelconque d'une masse liquide dans les condi- 
tions d'agitation énoncées plus haut se trouve simultanément soumis: 

1° A l'action produite par le déplacement de cette protubérance de 
liquide qui forme l'onde visible; 

2^ A Ih réaction des molécules qui l'environnent dans leurs mouve- 
ments. Dans la réaction des molécules sont compris les effets du frot- 
tement dû à la viscosité; mais comme, d'après ce qu'on a dit, les faits 
démontrent que la diminution de l'agitation est très lente par rapport 
au temps et à la distance, on peut négliger le frottement dû à la 
viscosité du liquide, et restreindre cette réaction à l'impulsion ou à 
l'empêchement réciproque que les molécules en mouvement exerceift, 
à cause de la différence de leurs vitesses. 

Du reste, notre but n'est pas d'étudier comment l'agitition aug- 
mente ou diminue avec le temps et la distance, mais de rechercher 
quels sont les effets produits dans l'intérieur d'une masse liquide |>ar 
l'agitation que l'on observe à la surface, au même moment et en des 
points voisins de celui où l'on fait l'observation. 

6. Que l'on rapporte la masse liquide à des systèmes d'axes de 
coordonnées placés dans le plan de la section droite de l'onde : 

f.es axes des abscisses (x) seront horizontaux, et positifs de gauche à 
droite, sens dans lequel on supposera que l'onde se déplace; 

Les axes des ordonnées {y) seront verticaux, et positifs de bas en 
haut. 
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Pendant le mouvement de l'onde, chaque point de la masse liquide 
viendra successivement traverser la verticale R'S' {fig- 2) qui passe 
par le point le plus bas de l'onde. 

Soit/? la profondeur du point quelconque que Ton considère, au- 



Fig. 2. 




dessous du point le plus bas R' de la surface du liquide. 

Fixons dans cette position les axes des coordonnées du point ; et 
«oient par rapport à eux, au bout du temps /, 

x^y les coordonnées du point; 

£/, V les composantes de sa vitesse; 

z la hauteur de la colonne liquide au-dessus de ce point, c'est-à- 
dire la longueur de la verticale comprise entre le point et la surface 
du liquide. 
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Soient encore : 

Y l'ordonnée correspondante à/? = o, c'est-à-dire celle du point qui 

se trouve à la surface du liquide ; 
l),V les composantes de sa vitesse. 

Appelons encore, pour les deux branches montante et descendante 
de l'onde, 

A la hauteur de l'onde visible, c'est-à-dire la différence de niveau entre 
son sommet et les points les plus bas des creux adjacents: 

L la demi-amplitude de l'onde, c'est-à-dire la distance des verticales 
qui passent, l'une par son sommet et les autres par les points plus 
bas susdits ; 

T le temps du passage d'une onde entière ; 

W sa vitesse- de translation suivant la direction horizontale. 

7. Du moment que, comme on l'a dit, le mouvement de transla- 
tion de l'onde en direction horizontale peut être regardé comme uni- 
forme sur un bref trajet, on aura 

W = ^. 

Après le temps /, l'onde qui, à l'origine du temps T, se trouvait en 
OM'R', se sera transportée en ^M,R, par rapport à la verticale R'S'fixe 
de position ; ou, ce qui revient au même, la verticale R'S' viendra en r's 
par rapport à l'onde OM'R'; son point G se trouvera en g^ au point 
de rencontre de la verticale r'^' avec Thorizontale G^; et la molé- 
cule de liquide qui était en G se trouvera en G', à la distance x de 
la verticale r's\ et à la distance y de l'horizontale Gg; x^y étant les 
coordonnées de la molécule G' par rapport aux axes ayant leur origine 
en g. 

Maintenant, sur la verticale qui' passe par le sommet de Tonde, et 
en Gi à la même hauteur que le point G, c'est-à-dire à la profondeur p 
sous l'horizontale menée par R', plaçons l'origine d'un autre système 
d'axes coordonnés qui se déplacent avec l'onde, c'est-à-dire qui aient 
le même mouvement de translation en direction horizontale; l'axe des 
abscisses (X) sera horizontal et positif de gauche adroite; l'axe deë 
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ordonnées {y) sera vertical et positif de bas en haut: par rapport à 
ces axes les coordonnées du point G' seront 

abscisse h ^ W t -h x = X; 
ordonnée j ou Y 

si le point correspond à/> = o, 

I^ suite, àun instant donné^ de tous les points ayant pour coordon- 
nées courantes X, Y constitue la courbe de Tonde visible dans la posi- 
tion qu'elle occupe dans cet instant. 

En général, l'ordonnée y = gg' du point G' correspond à l'abscisse 

X = g G' qui, à son tour, correspond au temps / = ^n-- Par suite, si 
à l'extrémité de l'abscisse - 

IIG' = HE' -E'g^' - ^'G' = L - W/ -f- ^ = X, 

qui correspond au même temps / que l'abscisse a?, on porte l'ordonnée 
de la trajectoire du point 

on aura le lieu géométrique des positions que le point viendra prendre 
successivement par rapport à Tonde pendant tout le temps T; ou en- 
core la courbe sur laquelle, à un instant donné, se trouveront tous les 
|)oints situés dans les mêmes conditions de profondeur que le point 
que Ton considère; en d'autres termes, on aura la courbe qui repré- 
sente la forme de Tonde dans l'intérieur de la masse liquide, ou plus 
simplement la courbe de Tonde interne, 

jK = F(L~W/4-x) = F(X), 

correspondante à une profondeur déterminée /?, et rapportée aux axes 
de coordonnées ayant leur origine en G,. 

En y faisant ^ = o, ce qui entraîne y = Y, on aura la courbe de 
Tonde visible 

Y = F(X). 

Or, l'observation montre que, dans le mouvement des ondes, les 
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déplacements des molécules dans la direction horizontale sont toujours 
très petits en comparaison de la demi-amplitude de Tonde et des 
espaces parcourus par celle-ci. 

C'est pourquoi Ton peut négliger le terme x en comparaison des deux 
autres li et W/, prendre simplement X = L — W^ pour Tabscisse du 
point G', et écrire 

r=F(L-W/). 

Les fonctions qui représentent la trajectoire du point et la courbe 
de Tonde interne sur laquelle il se trouve ont des valeurs égales 
pour des valeurs déterminées de a? et de X coiTespondantes au même 
instant /; mais la première j=/( a?) est rapportée aux axes dontTori- 
gine est en g^ mobile par rapport à Tonde considérée comme fixe ; 
tandis que l'autre j = F(X) est rapportée anx axes dont l'origine est 
en G, fixe par rapport à Tonde qui se déplace. 

On aura par conséquent encore 

8. Soient maintenant mn^ pq les courbes de deux ondes internes 
consécutives, correspondantes respectivement aux profondeurs p et 
p -h dp\ la hauteur z = mm' peut prendre deux accroissements divers 
selon que le temps varie, ou la profondeur. 

Le premier accroissement ^ dX se compose de deux termes, rela- 
tifs, l'un cd = -yrrdX à Tonde interne, l'autre c'd' = -rrrrfX à Tonde 
visible; ils correspondent tous les deux à l'accroissement 

me = m'c' = rfX = - Wrf/. 

puisqu'on a laj'eiation X = L — W/. 

Cet accroissement -jj^dX. se rapporte à deux points divers m, rf, qui 

se succèdent immédiatement à la distance horizontale rfX sur la même 
onde, ou bien au même point m à l'intervalle de temps dl. 

Le second accroissement mp =^ ~ dp se rapporte à deux points /w, 
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Pj qui se suivent immédiatement au même instant sur la même verti- 
cale à l'intervalle dz en rapport avec Taccroissement dp. 

A l'accroissement ^ rf/7, qui représente à un instant donné, ou bien 

à une abscisse donnée, l'intervalle en direction verticale de deux 
ondes internes consécutives, correspond l'accroissement mq qui re- 
présente, dans le même instant, l'intervalle des deux mêmes ondes en 
direction horizontale; ou encore représente la distance de deux points 
sur deux ondes internes consécutives, lesquels à un instant donné 
se trouvent à la même hauteur. 
Appelons, pour abréger, 

d'z l'accroissement mp := -^dp^ afin de le distinguer de l'autre ^ rfX 

que l'on désignera simplement par dz ; 

rf'X l'accroissement mq^ pour le distinguer de l'autre me = dX. 

9. Venons à l'examen de l'action produite par le déplacement de 
Tonde visible, et considérons un point quelconque G' au-dessous de 
l'horizontale qui passe par le point le plus bas de l'onde. 

Par l'effet de la gravité et de la réaction du fond, les molécules en 
H, G', E', sur la même horizontale, se trouveront d'abord respective- 
ment soumises aux pressions hydrostatiques, qui ont pour mesure la 
hauteur des colonnes liquides OH, M'G' et E'R', si la densité du li- 
quide est égale à l'unité, comme on le supposera, et comme cela arrive 
approximativement pour l'eau. 

De plus, en vertu de l'égalité de pression en tous sens que possèdent 
les liquides, ces pressions s'exerceront aussi suivant l'horizontale HE', 
de sorte que dans cette direction la molécule en G' se trouvera en 
même temps soumise à la même pression M'G' dans les deux sens 
opposés G'H et G'E'. 

Or, si Ton considère deux molécules consécutives quelconques sur 
la même horizontale, à cause de la continuité et de l'incompressibilité du 
liquide, la pression analogue M' G' à laquelle se trouve soumise cha- 
cune des deux molécules se transmettra à l'autre; les pressions d'une 
molécule vers l'autre étant opposées se détruiront réciproquement pour 
la partie commune à toutes les deux, et finalement l'une des molécules 
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poussera ou tirera l'autre avec son excès de pression et dans le sens 
de cet excès. 

Ces excès de pression, par le même motif de la continuité et de l'in- 
compressibilité du liquide, se transmettront d'une molécule à l'autre, 
de sorte qu'en dernier lieu la molécule en G' se trouvera soumise au 
maximum de l'excès de pression qui puisse se déterminer sur l'horizon- 
tale HE', et par conséquent se trouvera d'un côté soumise à l'excès de 
pression OH — G'M', et de l'antre à l'excès de pression M' G' — E'R'. 

Toujours encore à cause de la propriété de l'égalité de pression dans 
tous les sens que les liquides possèdent, ces excès de pression s'exer- 
ceront tant en direction horizontale HE' qu'en direction verticale G'M'. 

En tout donc, la molécule en G' se trouvera soumise dans le sens 
positif de l'axe des y à l'excès de pression 

(OH - G'M') - (M'G' - E'R') = M'F - (R'S' - M'P) = A - 2\\. , 

expression dans laquelle Y^,. représente l'ordonnée de la courbe de 
l'onde visible correspondante à l'abscisse L — Wl -h x, à laquelle or- 
donnée, comme on l'a déjà vu, on peut substituer l'ordonnée Y^. ou 
simplement Y du point D' correspondant à l'abscisse L — W/. 

Alors l'excès de pression auquel se trouve soumise la molécule en 
G' en direction verticale aura pour valeur A— a Y, et représentera la 
charge, c'est-à-dire l'effort auquel la molécule obéit pour aller re- 
prendre sa position de repos; ou bien encore l'effort qui, en ce point, 
tend à ramener le liquide à niveau. 

Il en sera de même pour tout autre point comme G" de l'autre côté 
de la verticale qui passe par le sommet de l'onde, et comme la hauteur 
de Tonde, d'après ce qu'on a dit, peut être considérée comme la même 
des deux côtés de cette verticale, il s'ensuit que, pour toutes les molé- 
cules situées au-dessous de l'horizontale qui passe par le point le plus 
bas de l'onde, la charge à laquelle elles se trouveront soumises en 
direction verticale aura pour valeur A — aY. 

De même, pour chaque molécule V située au-dessus de l'horizon- 
tale qui passe par le point Je plus bas de l'onde, l'excès de pression 
auquel elle se trouvera soumise dans le sens positif de l'axe des y aura 
pour valeur 

(OK-rN')~N'B; 
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on retranche N'B, parce que, la pression produite dépendant unique- 
ment de la colonne liquide sur la verticale qui passe par T, la molécule 
est soumise par en haut à la pression l'N', et par en bas au manque 
de pression FB, puisque la colonne l'B se trouve s^ns contraste; en 
d'autres termes, le point 1', à cet égard, suivra les mouvements du 
point B, qui se trouve soumis à l'action de la colonne la plus grande. 
Or 

(OK - l'N') - N'B = Ok- BN' - N'B = A - 2 Y, 

c'est-à-dire la même expression que pour les points G', G". 
Cette expression se réduit . 

Pour Y ^r — à o, 

2 

Pour Y =: o à r -^ A, 

Pour Y m A à — A. 

10. En raisonnant d'une manière semblable, dans le sens positif de 
Taxe des x, la molécule en G' est soumise à l'excès de pression 

(OH - G'M') H- (G'M' - E'R') = OH - E'R' = H- A ; 

et, par analogie, la molécule en G" sera soumise à l'excès de pression 
— A ; ces excès de pression représentent la charge qui, en direction 
horizontale, tend à ramener les molécules à leur position de repos. 

Si, au lieu des points comme G' et G" au-dessous de l'horizontale 
passant par R', on considère les points comme V qui se trouvent au- 
dessus, ces points se trouveront soumis à l'excès de pression 

OK - IN' H- NT- (- TB) = OK -4- TB =- O* =: -h A, 

et à l'excès de pression —A pour les points tels que F, comme pour 
les points G', G". 

11. Ces charges cependant se modifient à cause du mouvement. 
Quand une onde passe, les molécules appartenant au même niveau, 

c'est-à-dire à la même couche horizontale très mince dans le liquide en 
repos, viennent l'une après l'autre prendre la même position par rap- 
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port à Tonde interne ou visible sur laquelle elles se disposent dans le 
mouvement, de sorte que cette onde se transporte parallèlement à 
elle-même en direction horizontale, tandis que les molécules, après 
le passage d'une onde entière, viennent se trouver à la même position 
qu'auparavant; c'est ainsi qu'a lieu le mouvement apparent du liquide. 

L'onde avançant par un mouvement rectiligne horizontal, chaque 
point de su courbe effleure successivement toutes les molécules des 
couches très mi-nces contiguës; car, en s'élevant et s'abaissant, elles se 
portent continuellement contre cette courbe à son passage, pour se 
disposer à leur tour sur Tonde respective à laquelle elles appartiennent. 

Par conséquent, chaque point de cette courbe dans son mouvement 
de translation exerce une action sur les molécules effleurées. 

Si, après cela, on considère un temps très court, les . molécules 
effleurées se trouveront comprises dans un intervalle horizontal égal au 
trajet horizontal du point de la courbe, car dans cet intervalle elles 
parcourent toutes très approximativement le même espace horizontal. 

Par suite, chacune de ces molécules éprouvera, pendant un instant, 
l'action du point de la courbe, et s'il s'agit d'un temps très court, elle 
éprouvera en moyenne, pendant tout ce temps, une action qui aura 
pour mesure l'action individuelle du point divisée par une quantité 
proportionnelle à son trajet horizontal dans le même temps, parce que 
cette action individuelle, qui reste constante pendant ce temps, se fait 
sentir également, et par conséquent se répartit uniformément sur 
toutes les molécules comprises d.»ns ce trajet, et cela quelle que soit la 
direction suivant laquelle s'exerce l'ai tion. 

Nous disons quantité proportionnelle à son trajet horizontal, parce 
que, dans un intervalle donné, le nombre des molécules effleurées 
varie suivant Tinclinaison de la tangente à la courbe de Tonde. 

Or une courbe n'est autre chose qu'une suite de points ; par consé- 
quent, Taction qu'un arc élémentaire de Tonde exerce sur une molé- 
cule pendant tout le temps de son passage auprès d'elle sera égale à 
la somme de l'action moyenne de tous ses points, action moyenne qui 
se fait sentir sur toutes les molécules comprises dans un trajet égal à la 
projection horizontale de cet arc élémentaire, parce que dans cet 
espace de temps tous les points de cet arc élémentaire, et pas d'autres, 
passent auprès des molécules. 
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D'autre part, plus l'inclinaison de la tangente à la courbe est 
grande, et plus Tare élémentaire de la courbe dans un intervalle donné 
devient grand; et le nombre de ses points augmente précisément 
comme pour les molécules en contact. 

Par conséquent. Taction ressentie, dans une direction déterminée et 
à un instant quelconque, par une molécule pendant le passade de 
Tonde en contact, sera égale à Taction totale exercée dans cette 
direction par Tare élémentaire qui, dans cet instant, passe auprès de 
la molécule, divisée parla projection horizontale du même arc, ou plus 
généralement divisée par la projection de Tare élémentaire considéré 
sur la direction du mouvement de translation de la courbe qui exerce 
sa propre action sur les molécules effleurées. 

Et comme ces arcs se suivent immédiatement sans interruption ni 
superposition. Taction de Tonde sur la molécule sera continue; en 
outre, elle aura toujours la même valeur, quelle que soit la longueur 
de Tare, pourvu qu'il soit très petit; parce que son action totale aussi 
bien que la projection sur laquelle se répartit cette action lui sont 
proportionnelles. 

• 

12. D'après ce qui précède, l'excès de pression verticale auquel, 
dans leur ensemble, se trouvent soumises les molécules disposées le 
long d'un arc élémentaire quelconque de l'onde interne ou visible, 
ayant pour projection horizontale </X,aura pour valeur (A — 2Y)rf\, 
et cette expression indiquera aussi l'action verticale de l'arc élémen- 
taire sur les molécules en contact. 

Ensuite, par l'effet du déplacement de l'onde, l'action verticale de 
l'arc élémentaire sur les molécules effleurées en un point quelconque 
aura pour valeur 

c'est-à-dire sera égale à l'excès de pression verticale auquel sont sou- 
mises les molécules dans cette direction. 

Horizontalement, chaque arc élémentaire d'onde de hauteur dy et 
de projection horizontale dX subira dans cette direction un excès de 
pression A dy, et pendant son déplacement, l'onde exercera sur les mo- 
lécules en contact l'action A^, abstraction faite du signe. 

Journ. de Uath. (3« série), tome VII. - Septehmi 1880. içf 
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I/actioii A".^ s'exerce évidemment dans le même sens que l'excès 

de pression A, et par conséquent sera de même signe. 

Or, les ondes internes doivent être comme Tonde visible, montantes 
et descendantes pendant les mêmes périodes; car, à cause de la pré- 
pondérance décisive de la composante verlicale des forces sur la com- 
posante horizontale, ainsi que le révèle dans la nature la grande 
différence d'intensité des mouvements dans ces deux directions, 
cette composante verticale détermine principalement la forme des 
ondes. 

D'autre part, comme la charge verticale a une valeur constante poin' 
toutes les molécules situées au même instant sur la même verticale, 
l'allure générale des ondes doit être la même poiu' toutes, sauf la dif- 
férence de leur grandeur qui se trouve en corrélation avec la plus 
ou moins grande réaction des molécules, selon les différents points de 
la masse liquide considérés. 

Alors le -7^ > dans la période montante, sera négatif, et vice versa sera 

positif dans la^ période descendante, c'est-à-dire se trouvera précisé- 
ment de signe contraire à l'excès de pression A. 

Par conséquent, l'action A^ et l'excès de pression A devant avoir 

le même signe, on devra, dans tous les cas, adopter — ^'f\ pour ex- 
pression de l'action horizontale des ondes sur les diverses molécules de 
la masse liquide. 

La charge à laquelle se trouveront soumises toutes les molécules de 
la masse liquide en dépendance de la forme des ondes se trouvera 
donc modifiée de la manière suivante : 

i3ans la direction verticale A — 2 Y; 

Dans la direction horizontale — A^v • 

15. Après avoir ahisi tenu compte des causes inhérentes à la forme 
des ondes, pour le reste, chaque effet, comme on la déjà dit, étant 
[)roportionné à la cause qui le produit, et vice versa, on pourra wegarder 
la force qui anime chaque molécule de la masse liquide par l'effet du 
déplacement de Tonde visible, comme proportionnelle aux susdites 
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charges modifiées, c'est-à-dire l'égaler à 

a(A— 2 Y) dans la direction verticale; 

— aA-^ dans la direction horizontale. 
aX 

La quantité a doit être la même pour les deux charges, car autre- 
ment le j>rincipe de TégaHlc de pression dans tous les sens, dont 
elles sont déduites, ne se trouverait plus vérifié. 

Cette quantité se déterminera d'après la condition que Tonde visible 
déduite des calculs ait la hauteur A observée, et qu'elle coïncide, dans 
chacun de ses points, avec la courbe de Tonde relevée, ou adoptée 
dans les tentatives de calcul. 

14. Il est à remarquer qu'en se transmettant de la face verticale r/'c 
à la face horizontale rf'X d'un élément de liquide d'z x rf'X, les pres- 
sions exercées en direction verticale par les colonnes liquides OH 
et E'R' agissent toutes les deux dans un sens sur Tune des faces d'X, 
et dans le sens opposé sur l'autre, tandis que la colonne M' G', au con- 
traire, agit dans le même sens sur toutes les deux. 

Par contre, en direction horizontale, les colonnes OU et E'R' agissent 
Tune dans un sens et l'autre dans le sens opposé sur les deux faces d'z, 
et la colonne M'G', en transmettant la pression qui lui est due, agit 
dans un sens sur Tune des faces d'z et dans le sens contraire sur Taulre. 

Par conséquent, les colonnes liquides Oil et E'R' tendent à com- 
primer Télément en direction horizontale et à le dilater en direction 
verticale, et vice versa la colonne M'G', combinée avec la réaction du 
liquide qui se trouve au-dessous, tend à le comprimer en direction 
verticale et à le dilaXer en direction horizontale. 

Par ces compressions et expansions, les tranches liquides verticales, 
dans lesquelles on peut imaginer divisée la masse liquide en repos, 
s'allongent et se raccourcissent verticalement pendant le passage de 
Tonde, et en correspondance s'amincissent et se gonflent horizonta- 
lement, et par suite se plient Tune sur l'autre, engendrant ainsi les 
divers mouvements des molécules. 

15. Passant à la réaction des molécules, on a d'abord à observer 
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que, s'il n'intervient pas d'autres causes^ tous les points de la niasse 
liquide situés sur la même verticale devraient avoir, dans cette direc- 
tion, la même vitesse, comme étant soumis à la même charge. 

Au contraire, comme les faits le démontrent, l'agitation, qui n'est 
autre chose que du mouvement, diminue avec la profondeur, ce qui 
fait que ces points doivent avoir entre eux une vitesse verticale diffé- 
rente. 

Quoi qu'il en soit, soit i^ la vitesse verticale à la profondeur z après 
le temps /, la vitesse dans la même direction et sur la même verticale, 
c'est-à-dire dans le même instant, à la profondeur z -h d'z, sera 

^-^ ZJT- cVz ; 
a z 

la différence de ces vitesses, savoir la vitesse gagnée par le point infé- 
rieur par rapport au point supérieur, sera 

— clz 

ou encore la colonne z aura, par rapport au point qui est au-des- 
sous, la vitesse relative — ^d'z, 

et JZ 

Avec cette vitesse relative, la colonne frappe le liquide qui est au- 
dessous d'elle ou bien l'aspire, et ainsi se produit cette mutuelle im- 
pulsion ou empêchement de mouvement qu'exercent les molécules, et 
qui forment leur réaction. 

Pour la déterminer, il faut remarquer que, suivant la direction ver- 
ticale, la colonne z, qui s'appuie sur la base rf'X et a comme elle la 

vitesse t^, possède la quantité de mouvement ^^ — — {>, 

De même, la colonne z -h d^z possède la quantité de mouvement 

-^{z -h d z) Iç-h-^d z j, ou sunplement f (^-+- -jr^d zu parce 

que l'on peut négliger d'z en comparaison de z. 

Par conséquent, dans l'intervalle de sa hauteur d'z, l'élément de 

masse — -^^—^ se trouve avoir gagné dans l'unité de temps une quantité 

ô 

de mouvement égale à la différence des quantités de mouvement 
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comuiuniquées respectivement à ses bases inférieure et supérieure, 
c'est-à-dire égale à 

3d'X/^ ^ dv ,, \ zd'X zd'X dv j, 

g \ d'z I g g dz 

expression qui, rapportée à l'unité de masse de Teleraent, donne 
zd'X ^*' ^' g ^^^' 

et représente la valeur de la force à laquelle se trouve soumis Télémenl 
par cette cause. Mais le coefficient différentiel d'une fonction ne 
change pas par le changement de grandeur de l'accroissement que l'on 
donne à la variable, pourvu que cet accroissement reste très petit. Et 
comme la distance dz de deux ondes internes consécutives, qui à 
l'origine des temps se réduit à dp^ peut se représenter par k dp^ k étant 

fonction du temps seulement, on pourra substituer -i- à ^» et de cette 

façon la réaction des molécules en direction verticale deviendra 

dv 
^-dp 

16. La réaction des molécules en direction verticale a pour me- 
sure la profondeur du point considéré dans l'endroit où il se trouve, 
multipliée par le coefficient différentiel de sa vitesse verticale par 
rapport à la profondeur. 

Or, si l'on s'en tient à l'observation, la vitesse en direction verticale 
diminue à mesure que z augmente; par conséquent, à mesure que :; 
augmente, la réaction des molécules croît d'un côté et diminue de 
l'autre. 

D'autre part, la vitesse diminue avec la force actuelle, c'est-à-dire 
à mesure que diminue la résultante de toutes les forces, et comme 
la charge reste constante pour tous les points situés sur la même 
verticale, il advient en définitive que la réaction des molécules en direc- 
tion verticale est opposée au mouvement et croit avec la profondeur, 
et le mouvement diminue en correspondance jusqu'à s'éteindre com- 
plètement. 



Digitized by VnOOÇlC 



3lO CORNAGLIA. 

17. Par analogie, pour la reaction des molécules en direction hori- 
zontale, si le même point situé à l'abscisse L — - X a dans cette direction 
la Vitesse w, le point situé au même instant sur la même horizontale à 

Tabscisse L-— X-hrf'X aura dans cette direction la vitesses -^ ttt^^' 

et la vitesse relative du second point, par rapport au premier, sera 

du r^ 

D'autre part, comme on Ta vu, de toutes les colonnes liquides qui 
agissent sur l'élément en direction horizontale, la colonne M'G' est la 
seule qui agisse dans un sens sur l'une des faces d'z, et dans le sens op- 
posé sur l'autre. 

La colonne lvrG'= z est donc celle sans laquelle il n'y aurait pas de 
vitesse relative entre les deux points; par conséquent, la même colonne z 
qui règle la vitesse relative des faces rf'X de l'élément règle aussi la 
vitesse relative des autres faces d'z^ en exerçant sur toutes la même 
pression z par unité superficielle. 

Et comme la pression de la colonne z sur la face d'z est z d'z, la 
réaction des molécules en direction horizontale rapportée à l'unité de 
masse aura une expression analogue à celle de la réaction en direction 
verticale, 

du j,^ ,, I du du 



IJL 

18. Les- équations du mouvement seront donc, dans la direction 
verticale, 

di' / 4 ^.r^ , d\' 

dt ^ dff 

et dans la direction horizontale, 

du . dy du 
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Dans ces expressions, il nVst fait aucune distinction sur Tanij^Iitude 
des branches montante et descendante de l'onde, parce que, les équa- 
tions du mouvement ayant pour toutes les deux la même forme, il 
n'y a pas de raison pour qu'une branche doive être différente de 
l'autre. 

19. Il reste à exprimer la condition de continuité. 

Évidemment, si le liquide est continu et incompressible, un quel- 
conque de ses éléments changera bien successivement de forme suivant 
les diverses positions qu'il occupera pendant le passage de l'onde, mais 
il ne changera jamais de volume. 

Or, un point situé à la distance L — X de la verticale fixe R'E' dans 
le liquide en repos viendra se trouver à la distance L — X -h ^ decette 
même verticale dans le liquide en mouvement, puisque le point s'est 
déplacé de la quantité 4- x de sa propre verticale. 

De même, un point placé à la distance 

• 
L -X -t- '^^'^~^^ <^ = L - X - rfX. 

dans le liquide en repos, se trouvera à la distance 

L-X + X -f- ^('--^" + -^-^ d\ = L- X + X - d^ + ^. dX, 

dans le liquide en mouvement. 

Par conséquent, la distance horizontale des deux points, qui dans le 
liquide en repos était 

(L -- X - rfX) - (L - X) = - rfX, 

sera, dans le liquide en mouvement, 

(l - X -hx - rfX -h ^ ^) ~- (L- X 4-ar) = -rfX 4- ^ rfX ; 

c'est à-dire que, dans le passage du repos au mouvement, la distance 
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dx 
r/X des deux points se trouvera augmentée de la quantité 4- -rr- rfX, 



ce qui du reste est évident. 

Avec les éléments de largeur — rfX (abstraction faite du signe) pen- 
dant le repos, et — rfX -H ^ rfX dans le mouvement, le liquide res- 
tera sans intervalles ni superpositions dans la direction horizontale : 
par conséquent, pour examiner la condition de continuité, on adoptera 

— é/X + ^ ^X pour largeur des éléments dans le liquide en mouve- 
ment. 

Le liquide restera de même sans intervalles ni superpositions dans 
la direction verticale pendant le mouvement, si l'on a égard aux élé- 
ments compris entre deux ondes consécutives, correspondantes respec- 
tivement aux profondeurs j9 et /> -t- dp. 

Alors la hauteur d'un élément quelconque sera le d'z correspon- 
dant à l'abscisse L— X-h^, hauteur à laquelle, d'après ce qu'on a vu, 
on peut substituer celle qui correspond à l'abscisse L — - X, savoir 
simplement d'z. 

Si donc on appelle E le volume d'un élément quelconque mis en 
mouvement, l'on aura 

Mais afin que la condition de continuité et d'incompressibilité soit 
satisfaite, il faut que ce volume soit constant à chaque temps; il faudra 
donc en égaler à zéro la différentielle par rapport au temps, ce qui 
donne 

et, en ôtant les facteurs communs, 

d^x dz / dx\ d}z 

^X« "^ ~ V "" dx) dfd\ "" ^' 

équation qui exprime la condition voulue. 



I 
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20. D'après ce qui a été dit jusqu ici, les équations du mouvement 
des divers points de la masse liquide seront 

3u . dv du 

dv , . ^j^ dv 

X = L - W/, 

d'z 
dpdX 



d^œ dz / dx\ ^ ^ 

^7X« ^ ~" V "■ d\) ^^^^^^ ^ ^' 



auxquelles équations il faut ajouter les deux équations générales sui- 
vantes : 

dy = s>di. 

Pour chaque point on a donc sept équations entre huit variables, 
a?, jf^ Zj u, v^ /, X, Y et la quantité/?; en en éliminant six, on arrivera 
à une relation entre les deux autres variables, la profondeur p et les 
données de l'onde, savoir sa hauteur, son amplitude et sa vitesse. 

Le mouvement sera donc parfaitement déterminé en fonction de ces 
données et de la profondeur du point que Ton veut considérer, pourvu 
qu'on donne la profondeur du fond, comme on le verra plus loin. 

21 . Mais, comme il est facile de le voir, la réduction des sept équa- 
tions à une seule, quand même cela serait possible, serait si difficile et 
conduirait à des résultats si compliqués, qu'il faudrait renoncer à toute 
idée de poursuivre l'opération par ce moyen. 

Pour arriver à la solution du problème, ce sera donc le cas de la 
chercher approximativement par la méthode dite de fausse position ^ 
en commençant par attribuer à quelques-unes des variables des ex- 
pressions telles qu'elles concordent assez bien avec la réalité des 
choses. 

^ Dans ce sens, considérant que le mouvement des molécules est ose il- 
latoire, et que le moyen le plus convenable de le représenter est d'em- 
ployer une fonction de sinus et de cosinus, avec la combinaison desquels 

Journ. de Math. (3" série), lorae Vil. — Septembre r88i. 4^ 
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on arrive à exprimer toute sorte d'oscillation, on peut d'abord supposer 
que la courbe de Tonde visible soit une sinusoïde, comme du reste Ta 
considéré Laplace quand il a donné les lois de propagation horizontale 
d'une onde mince suivant la théorie du mouvement orbitaire. 

L'équation de la sinusoïde est la fonction la plus simple dont le 

rfW 

-^ se réduise à zéro aussi bien pour X = o que pour X = L, comme en 

effet cela arrive dans la nature, où la vitesse verticale est nulle au 
sommet et au point le plus bas de l'onde; par conséquent, quelle que 
soit la vraie courbe de l'onde, la sinusoïde s'en approchera au moins 
dans le voisinage de ces deux points. 

D'ailleurs, si l'on observe les ondes quand a cessé l'action des forces 
qui les ont produites, et quand elles ne se trouvent pas modifiées, 
sensiblement au moins, par la réaction du fond ou des rives, ou par 
le croisement d'autres ondes provenant d'une direction différente; en 
d autres termes, si les ondes ne sont en aucune façon dérangées, pré- 
cisément comme on le suppose dans la question dont il s'agit, dans ces 
conditions, on voit que leur forme concorde assez bien avec celle de 
la sinusoïde. 

L'équation de la courbe de l'onde visible serait donc 



Y=^(,+cos7r^). 



Après cela, si Ton examine les expressions de-^et^> qui repré- 
sentent la valeur de la force actuelle qui sollicite un point quelconque 
dans les deux directions horizontale et verticale, on voit qu'elles ont 
la même forme pour tous les points. 

En outre, l'observation montre que l'agitation décroît à mesure 
que la profondeur augmente ; de sorte que les forces actuelles qui les 
produisent diminuent aussi quand z croit, jusqu'à devenir nulles à la 
limite de lagitation. 

Enfin, la charge à laquelle sont soumises les molécules dans la di- 
rection horizontale change pour toutes de signe sur les verticales qui 
passent par le sommet et par les points le plus bas de l'onde. 

Tout cela revient à dire que les ondes internes conservent une cer- 
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taine ressemblance avec Tonde externe et qu'elles se trouvent toutes 
comprises entre celle-ci et une ligne droite horizontale qui représente 
l'onde interne à la profondeur où l'agitation du liquide ne se fait plus 
sentir. 

Par conséquent, si l'on appelle a la hauteur de l'onde interne corres- 
pondante à la profondeur/), on peut admettre que l'expression de/ 
soit de la même forme que celle de Y, dans laquelle on substitue seu- 
lement a à A, c'est-à-dire soit 



^^_(^,4.cos7r^). 



Avec ces valeurs de Y et de^, celle de z sera 

A — a 



z =p -t- 



[i^cos^^. 



expression qui, en ce qui concerne les erreurs commises sur Y et v, n en 
contient que la différence. 

22. Si de ces expressions on tire les valeurs des divers facteurs qui 
entrent dans les équations du mouvement, on a 



A — 2Y = — A COSTT |-) 

dv a ir . X 

aX 2 L L 



-dy_ 



V = 



dt 



aX 2 L L 



dv ,,,. da Tz , X 
-7- = W —7- î- smTT 1- ; 
dp 2dp L L' 



et les équations du mouvement deviendront 



du . a Tt • X A— a 

dt 2 L L 2 



VA— rt 



\\ dti 



-;- = — - a A COSTT 7- -h W 

dt L 2 



a / 2p 



-h 1 -f- COSTT 



X\ da n , X 
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expressions dans lesquelles rf/= — :^; on en déduit a et t^, pour 

des profondeurs déterminées, exprimés au moyen de la seule va- 
riable X. 

23. En ce qui dépend des lignes trigonométriques, si Ton divise l'am- 
plitude de Tonde en quatre intervalles égaux à partir de X = L jusqu'à 

X 

X = — L, le facteur sinrr y sera positif dans le premier et le deuxième 

X 

intervalle, et négatif dans le troisième et le quatrième : costc j- sera au 

contraire positif dans le deuxième et le troisième, et négatif dans le 
premier et le quatrième. 

En conséquence, en ce qui regarde le déplacement de Tonde visible, 
action qui, en déterminant le mouvement, prédomine sur la réaction 
des molécules, qui ne fait que la modifier, en direction horizontale, 
cette action sera positive dans le premier et le deuxième intervalle, et 
négative dans le troisième et le quatrième. Dans la direction verticale, 
au contraire, cette action sera positive dans le premier et le quatrième 
intervalle, et négative dans le deuxième et le troisième. 

En d'autres termes, -^j savoir la force actuelle qui produit le mou- 
vement en direction horizontale, de positif devient négatif en pas- 
sant de la période montante de Tonde à la période descendante, 
dans laquelle période X est négative; en outre, sa valeur est nulle, 
c'est-à-dire, la vitesse dans la direction horizontale est un maximum 
ou un minimum sur les verticales qui passent par X = L et X = o, 
c'est-à-dire par les points les plus bas et par le sommet de Tonde. 

Et comme, dans les points voisins de X = L, l'abscisse X diminue 

4 . X 

quand le temps croît, et siuTr -|- de négatif devient positif, par cette 
raison, u aura une valeur minimum, et vice versa elle aura une valeur 
maximum dans le voisinage de X = o, parce que, X diminuant, sinrr j- 
de positif devient négatif. 

Le^> au contraire, de positif devient négatif, en passant du pre- 
mier au deuxième intervalle, et vice versa, de négatif devient positif, 
en passant du troisième au* quatrième; dans ces passages, il devient 
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nul, ce qui revient à dire que la vitesse en direction verticale est un 
maximum ou un minimum sur les verticales qui passent par le milieu 

des demi-amplitudes de l'onde, et sera un maximum pour X = -, et 

un minimum pour X = 

En outre, dans le trajet d'une onde entière, les accroissements du et 
dv passent symétriquement par des valeurs égales et de signes contraires . 

Tout cela explique que le mouvement des molécules est orbi taire, 
et qu'à un maximum ou minimum de vitesse dans une direction cor- 
respond une vitesse nulle dans l'autre. 

Quant à la réaction des molécules, il faut remarquer d'abord que, 

à cause de rfX = -- Wrf/, ^^^ ^ ^ = "~ xsTdi'^ ^^ ^^ terme qui le con- 
tient comme facteur dans l'expression de -^ deviendra de signe con- 
traire à -1-) c'est-à-dire qu'il deviendra négatif dans le premier et le 

deuxième intervalle, et restera positif dans le troisième et le quatrième. 
En second lieu, la hauteur a de l'onde interne, d'après ce que l'on a 

vu, diminue à mesure que/? augmente, de sorte que -7- sera toujours 

négatif, et le terme qui le contient comme facteur dans l'expression 

de -^> à cause aussi de l'autre facteur siuTr y-, deviendra négatif dans 

le premier et le deuxième intervalle, et restera positif dans le troisième 
et le quatrième. 

En d'autres termes, aussi bien dans la direction horizontale que 
dans la verticale, la réaction des molécules sera toujours négative 
pendant la période montante de l'onde, et positive, au contraire, dans 
la période descendante, comme du reste on pouvait le prévoir en ob- 
servant le mode suivant lequel se comportent les tranches verticales 
et horizontales du liquide; c'est-à-dire, comment elles s'allongent ou 
se raccourcissent, et quel est l'effet produit par leur allongement et 
leur raccourcissement. 

IV. 

24. Du moment que ces équations subsistent pour une valeur quel- 
conque de z, elles subsisteront encore pour les molécules à la sur- 
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face du liquide, pour lesquelles z = o; et dans ce cas elles devien- 
dront 

dV _ a A* it . X 

rfV a . X 

35^ = ^Acos7r^. 

En les intégrant et en observant que 
on aura, pour la première. 



T. a A« X 



lans cette équation, pour 



dans celle-ci, 



X = -, U = o, const. = o, 
^ _ _ a A» X 

« A.* L . X . 

•^ = ■— -rrr — — SIUTT -=- "+- COnst.; 

W 2 it L 



X = L, • a? = o, const. = o. 
Pour la seconde équation on aura 



ou pour 



et puisque pour 



V = :^ A — sin^r j- -f- const.; 

X = L, V = o, const. = o. 

dY_ ^ .h ' X 

dX "" W»^ «^^^"^L^ 

V « A ï^ X 

J^ = Y^ A ^ COST! y; -t- const.. 



X = L, Y = o, const. = -h 4t A ~; 
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et alors 

Mais pour 
par suite 
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Y=^A^(i-4-cos7r^). 



X = o... Y = A, 



et I*on aura définitivement 

U — W -, 7-5 cost: t-) 

V = W - T-siuTT T> 

2 L L 

Y=^(^,-l-c«S7r^), 

comme l*équation dont on était parti. 

W* it* 
25. La valeur de la quantité oc= — p ®st caractéristique; on peut 

la considérer comme la moitié de la force vive de l'unité de masse avec 
la vitesse W de propagation des ondes, divisée par le carré du rayon 
du cercle qui a pour circonférence Tamplitude 2L de l'onde, le long 
de laquelle les molécules accomplissent leur révolution. 

Il était, du reste, bien naturel que la valeur de a dût être formée 
par ces éléments, car, en évaluant les charges et leurs modifications, 
on avait déjà bien tenu compte des dimensions en hauteur de Tonde 
v^«iible et de la forme des ondes en général, mais il manquait encore 
d'introduire dans le calcul leur amplitude et leur vitesse, choses qui 
doivent exercer une influence bien décisive sur l'intensité due au dé- 
placement de l'onde visible. 

En outre, le produit de la quantité a ainsi obtenue, par chacune des 
deux charges trouvées plus haut, constitue une vraie force, puisqu'il 
en résulte la moitié d'une force vive divisée par un espace linéaire, et 
multipliée par le rapport de deux lignes, dont le numérateur est la 
charge. La proportionnalité de a aux forces qui représentent l'action 
produite par le déplacement de l'onde visible est donc admissible. 
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26. Si Ton passe maintenant aux molécules dans l'intérieur de la 
masse liquide, l'équation 'de leur mouvement dans la direction verti- 
cale deviendra, d'après la valeur trouvée de a, 

dv ^-Air* X A — af o.p X\ da tz . X 

-jTT = W- i-icosnî -T—^^ *- * ^-cos7rT- )--7- T-sm7r f 

d\ a L' L 2 \A — a Lj2dpL L 

£n intégrant, on aura 

_-^ A TT . X da X 

ç =yf - T-smTTî- H :7-pcos7rr 

A — a da X A — a da i oX 
^ ^j-cosTir H -u — cos'TTf- H- const. 

2 2 dp L 2 2 dp 2 L 

Pour X = Ij, t' = o ; par suite 

€/a A — a da A — a da i 
const. = H — :t- p h ^ ^ — > 

2dp* 2 2a/? 2 2a/? 2 

et, à cause des relations 

dr ^.j. dy 

^ = ^ = ~W;7x' 

et 

X 
Y Y ' — COS27r^ 

I — COS'TT f- = sm^TT ï- =: > 

L L 2 

on aura 



^r Aiz . X da p / X\ 

5x = -2L^^"^l-^w(^^^^^^l) 

ia / . X\ . I A — a é/a / X\ 

_(^, ^^COSTTj-j 4- ^ -^ ^(^. - COS2nj-j. 



A — a rfa 



2W 2 

En intégrant. 



A X da / ^ A — a\^ da ( A — a\L. X 

^= _cosnj- - ^^^(;,-f- ^X- ^^^(;,+ ^-)-s.n;rj- 

, i k — a da f^ L . X\ 
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Pour X = !.. .j = o; par suite. 



3ai 



A (la 

const. = H h 






2 ' 2W 

et par conséquent, en réduisant, 

A. / \\ da ( 3 A — ^\ /T \r \ 

V = - ( . .+- cos;: j- j + -^^ (^;, + -^ — - j(I. - X) 



2 w ^ 



/ A — ^\L . X I 



A-^ da L . X 

j SUl 271 r ■ 

2 idp IT. 1. 



Mais, pour X ~ o, ou doit avoir ^ = a; par conséquent, 
r/(A — ^) _ 2W dp 



d'où 



A — a L 3 / . > 



équation difFérentielle homogène; pour l'intégrer, il suffira de faire 

(A — a) = 'fip, 
d'où 

rf(A — a) =^ pdri -\- Yjdp. 

En substituant ces valeurs et en réduisant, on aura successivement 



dp 



/2\V 3 \ 



'111 

fi 



2W 



r/Y. 



► W 



di, 



/2W 3 \ 



2W — L\ m\V 3 



U/vj 



L r/r. 



/2W 3 \ 

2\V ^V— "'-«M 



— 2\V — L 71 2\V — L 2 VV _ 

L 

Journ. tie Math. (3* série), tome VII. — Skpteiibre i88i. 
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En intégrant, on aura 

— j- log^ = logï; j-- log(^-j- ' - 8 V '^' ^^"^*' 

passant aux nombres, substituant à yj sa valeur et réduisant, on ob- 
lient 

(A - a)const. =/,T^ (:^ - . - ^ ^) ' • 

Pour la détermination de la constante, il faut remarquer que, tant 
qu'il y a mouvement, il y a aussi réaction des molécules, et vice versa. 

Or, si grande que soit la profondeur, la vitesse pourra bien devenir 
très faible, mais elle ne pourra jamais s'éteindre complètement, parce 
(jue le coefficient différentiel de la vitesse verticale par rapport à la 
profondeur, qui constitue l'autre facteur de la réaction des molécules, 

ne peut jamais se réduire à zéro, attendu que -j- = o est le symbole 

distinctif d'un maximum ou d'un minimum de vitesse, dont il n'est 
pas question ici, et non pas d'une vitesse nulle. 

Du reste, quelle que soit la profondeur du liquide, chacune de ses 
molécules est soumise à l'excès de pression ± k en direction horizon- 
tale, et A — 2 Y en direction verticale; l'effet de ces forces est bien 
paralysé plus ou moins par la réaction des molécules en mouvement, 
mais il ne peut pas rester entièrement détruit, parce qu'il n'y a pas de 
réaction là où il n'y a pas mouvement. 

Donc le mouvement ne cessera qu'à des profondeurs infinies, pourvu 
que s'y prête l'extension des colonnesliquides. 

En réalité ce|)endanl, le mouvement s'arrête au fond sur lequel re- 
pose le liquide, car là, à cause du manque d'élasticité, à chaque 
instant la composante des forces normale à la surface du fond sera dé- 
truite; les molécules qui y sont en contact ne s'en détacheront pas, 
et la hauteur de l'onde interne y sera nulle. 

Par conséquent, si P représente la profondeur du fond au-dessous 
du liquide, la constante devra être telle, que pour /? = P on ait a = o, 
et l'on aura par conséquent 






iJ! /^W 3 A\ 

Aconst.=P'^(^-j-- -. - gpj 



> 
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d'où 



a = A 




Pour /? = o, le rapport prend la valeur -> qui se réduit à 



-j— > en le tirant de l'expression de 



j savoir du rapport des 



différenrielles du numérateur et du dénominateur. 

Par consequent, la quantité « — - — varie entre ^ 7; et 



8 



8P 



Quant à la valeur de p» l'observation montre que Tonde se brise 

quand elle arrive sur des profondeurs à peu près égales à sa propre 
hauteur; ceci revient à dire que, par défaut de profondeur, elle doit 
avoir ressenti déjà des perturbations avant d'arriver à ce point; en 
d'autres termes, pour se développer dans des conditions normales, 
comme on le suppose dans la présente question, l'onde a besoin de pro- 
fondeurs suffisantes, plus grandes que A. 

A 
A cause de cela, p sera une fraction d'autant plus petite que P sera 

plus grand, et ses limites extrêmes seront o et i . 

2W 
La valeur de -r- ensuite, comme on le verra plus loin, reste com- 
prise entre les limites > et , environ. 

A l'aide de toutes ces valeurs limites, on arrive à reconnaître que le fac- 
2W 3 A — a \ 

y^r o A — J ^^^ P^'^^ ^^ l'unité, toutes les fois qu'il s'agit 

T '"" 8P / 
de points situés à une certaine distance de la surface du liquide, |)our 

lesquels est proche de son minimum. 

Ce même facteur est encore voisin de l'unité, oscillant entre o, 85i 

et 1 , 260, quand -y- est près de son minimum, quand même — 

rait, au contraire, voisin de son maximum. 



teur 



se- 
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Enfin, ce n'est que dans les cas d'ondes très rapides et de peu d'am- 
plitude, et de points situés à de très petites profondeurs, que ce rap- 
port acquiert une certaine grandeur, de i, Go à 4^00 tout au plus, selon 

A , 

que p a une valeur maxima ou mmima. 

Si Ton considère cependant que ce facteur a un exposant fraction- 
naire, de sorte que sa valeur se rapproche encore davantage de l'unité, 
et, d'autre part, que, quand il s'agit de points à une profondeur très 
petite, pour lesquels ce facteur s'écarte davantage de l'unité, l'autre 



L 



facteur (p) sera fnible, leur produit sera faible aussi, et il n'y 



aura 




3 A^a\ « 



8 P 



pas alors une grande différence à prendre pour . , 

, T ' "" 8 P 
une valeur approchée. 

Par toutes ces raisons, en pratique, on pourra le considérer comme 
égal à I , et poser 






a--= k 

Cette expression simple de a se déduit immédiatement de l'équation 
différentielle originaire, dans laquelle on néglige la quantité -(A —a), 
qui, dans la plus grande partie des cas, est très petite en comparaison 
de p. 

27. Des données obtenues sur les ondes mesurées, on déduit que le 
rapport -j- varie de ^ a 7 environ, et généralement reste compris entre 
« et -j c'est-à-dire que les décroissements de a varient, suivant les cas, 
comme les racines cubiques ou carrées du rapport^- 

Cela montre comment, même dans le cas des plus grandes valeurs 

2W 
de -j--> la valeur de a décroît tout d'abord rapidement de manière à 

se réduire considérablement à peu de distance de la surface du liquide; 
puis, cette même valeur décroit de moins en moins rapidement, pour 
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se maintenir à peu près constante jusqu'à de très grandes profondeurs, 
s'il en existe. 

28. Ayant ainsi obtenu les valeurs de a et de ^ en fonction de /?, 

on peut les substituer dans les expressions de v et y pour en tirer les 
valeurs correspondantes à des valeurs déterminées de X. 

On peut aussi les substituer dans les équations du mouvenient en 
direction horizontale, pour en tirer les valeurs de u et de a? après avoir 
exécuté les intégrations nécessaires. 

Mais le calcul deviendra plus simple et plus exact en même temps, si, 
k Taction du déplacement de l'onde visible et à la réaction des molécules, 
on substitue la force actuelle capable par elle seule de produire le 
même mouvement, c'est-à-dire substituer la force 

a a' ir . X T»r «* '^^ • "^ 

"• xTr— r SIUTT^ z= — W y j-z SIUTT r 
W 2 L L 4 i^ t^ 

en direction horizontale, et 

-acos7:j-=W-j-^cosnj- 

en direction verticale, pareillement à ce qui arrive pour l'onde visible, 
pour laquelle la réaction des molécules est nulle. 

Alors il suffira de substituer a à A dans les expressions trouvées plus 
haut pour les molécules à la surface du liquide, et ainsi l'on aura 

u =2W y- j-z COSTT j- y 
X r- -. sm TT p ) 

__, rt 1T . X 

r=: W - 7-sm;rT-> 
2 L L 

Ces valeurs démontrent que le mouvement en direction horizontde 
est proportionnel au carré de la hauteur de Fonde sur laquelle se trouve 
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la molécule considérée : en direction verticale il est simplement pro- 
portionnel à la première puissance de cette même hauleur. 

Les vitesses suivront donc, dans un certain rapport, la loi de varia- 
tion de a. 

29. On pourrait aussi obtenir la valeur de x en intégrant l'équation 
qui exprime la continuité et Tincompressibilité du liquide. 

Mais, à part les difficultés que Ton pourrait rencontrer dans Topé- 
ration, il faut remarquer que, du moment qu'il faut renoncer à une des 
équations originaires à cause de la nouvelle relation introduite en se 
donnant les expressions de Y et y, il est préférable de s'en tenir aux 
équations du mouvement pour calculer la valeur de ar, parce qu'elles 
la donnent en rapport avec la force horizontale, ce qu'il importe pré- 
cisément d'obtenir. 

Dès lors, l'équation de continuité ne se trouvera plus parfaitement 
satisfaite, et la différentielle du volume de l'élément par rapport au 
temps, d'où Ton a obtenu cette équation, fera connaître l'erreur pro- 
venant des valeurs de j^ et de x obtenues comme il a été dit plus 
haut, savoir l'excès ou le défaut de volume que l'élément présente en 
comparaison du volume qu'il devrait avoir dans chaque point. 

\a^ coefficient différentiel 



\d^x dz ( dx\ d^z 1 ,„ , 



se trouve exprimé au moyen du volume absolu dXdp, 

Clomme il importe que ce coefficient soit exprimé par rapport au vo- 
lume (avec son propre signe) que l'élément a dans la position même 
où il se trouve, il suffira de multiplier et de diviser en même temps 
d\dp par (— rfX -4- dx) d'z. 
On obtient 

,_, j — d\ -\- dx ffz d\ dp , ,-^ 1 \ Il 

- - ,/^ ■ -ï^ (- rfX + dx)dz 

d\ — dx dz . ^ ' 

= -^Ji{-d^-i-dr)d'z, 
et-** 
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en observant que le rapport ,^ _ , est très approximativement égal à 
Tunité. 



Par conséquent, on aura 

Œ Vd^jc [ dx\ d^z dpi, ,.. j x j, 

iX^-'[dx^-V-dx)d^dx7è\^^'^^ 

Le coefGcient 

>dX dz 



dE 
dX 



d^x / dx\ d^z dp 

'"dX^'^ y~ dXjd^ 



indique le degré de grandeur de l'erreur, et offre le moyen de cal- 
culer de combien un coté de Télément se trouve plus allongé ou plus 
raccourci qu'il ne devrait l'être au point où il se trouve, quand on 
donne l'allongement ou le raccourcissement de l'autre côté. 

En y substituant leurs valeurs à chacune des quantités, c'est-à- 
dire 





dp da 




dz~ dp X 

1~ — I — COS7r-=r- 

da L 




d^z Tz da . X 
dpdX h idp L 




dx a^ TT* X 
dX= 4 L'^^^^L' 


et 






d^x a* Tt» . X 


on obtient 





et puisque 



o* it» X 
. a»«' . X :: '^-^W^'^-^h . X 
= j ïj.sinTiL - Z-Tp x''""î' 

2-/- I COSTt-r- 

da L 



^* it . X 

,^'__Ji._PZ.-__!ip^„' X 

^ da ~~ AW îw_, — AW *^ '^ 
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on aura 

X TT X 

sinir^ ï-.rcosir — 

^ TT* TT L L L 



I^^ ^ L L ^V' 1-^ X 

-.-V,- P^ p ^-1-14- COST! 7- 



Pour X = L et X = o, on a (? = o; la condition de continuité est 
donc toujours parfaitement satisfaite sur les verticales qui passent par 
les points les plus bas et par le sommet de Tonde 

Pour X = - > d' prend la valeur maxima 



2 -3 ^ A\V 






LP »' fj ^ + AA\^ 

A mesure que p augmente, cette valeur diminue» et d'autant moins 
rapidement que^ est plus grand; par conséquent, à son tour, elle a un 
maximum qui correspond à/? = o, et dont la valeur est 

^^ = T L» -^ L^ 

c'est la limite extrême de Terreur. 

Pour/) — P, la valeur de &' devrait être nulle, parce que là la hau- 
teur de Tonde interne est égale à zéro ; au contraire, elle devient 

y _ ^ AW 
^^ L LFh-AVV " 

Cette différence, qui provii^nt de ce qu'on a posé -pr—^'j ~ ' » ^^^^ ^^"* 

que la véritable erreur sera encore plus faible que celle que Ton a 
trouvée. 

Eu égard à la petitesse de A , de W et de n par rapport à L, on voit 
que la valeur de 5' sera très petite, pour peu que Tonde atteigne une 
certaine amplitude 2L; elle sera, en outre, d'autant plus petite, que 
Tonde se développera sur des profondeurs dune certaine grandeur. 

Dans le cas particulier qui sera traité dans la suite, on a 

Pour /? — . o o'^ — 0,0878, 

Pour/?izr i»n S' -o,oo35, 
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c'est-à-dire déjà moins de -^ de $\ , 

Pour/?=rP 8', =10,000014. 

Considérant en outre que Terreur varie entre zéro et le maximum 
relatif J', et d'un autre côté que Terreur calculée est plus grande 
([ue Terreur réelle, on doit conclure que, avec les valeurs de a? et dey 
qu^on a prises, la condition de continuité est suffisamment bien satis- 
faite pour les ondes d'une certaine amplitude, qui sont précisément 
celles qui intéressent davantage Tingénieur. 

Et, quand même, pour les petites ondes, le coefficient c^ serait plus 
élevé, les mouvements des molécules sont alors si faibles, surtout en 
direction horizontale, qu'au point de vue absolu, dans les cas ordi- 
naires de la pratique, on pourra encore conserver les mêmes valeurs de j 
et de ;r, qui, à cause de cela, peuvent être adoptées dans tous les cas. 

La faiblesse des erreurs trouvées en adoptant pour Tonde une forme 
approximative confirme la justesse du procédé qu'on a suivi. 

50. On doit remarquer la particularité que Terreur de volume des 

éléments représentés par ^^ est toujours positive, aussi bien dans la 

période montante que, dans la descendante, comme on peut facile- 
ment le reconnaître, en observant que, pour X négatif, les deux fac- 

.X 
teurs siuTT r ^^ ^ ^^ coefficient — J et de (— dX H- dx), largeur de Té- 
lément, changent tous les deux de signe. 

Gela indique qu'avec la valeur adoptée de y et avec celle de x que 
Ton en a déduite, chaque élément de volume absolu [dlL— dx)d'z 
possède à chaque instant un excès de volume qui ne devrait pas se 
présenter si la condition de continuité était parfaitement satisfaite. 

En d'autres termes, afin que cette condition fût toujours complè- 
tement satisfaite, il faudrait en chaque point raccourcir Tun ou l'autre 
côté de Télément, ou tous les deux ensemble, en corrélation avec 
l'excès de volume qu'il présente à ce même point; ce volume se ré- 
duit à zéro, au sommet et aux points les plus bas de Tonde» et 
acquiert une valeur maxima au milieu de la demi-amplitude de Tonde. 

Ceci posé, il est à remarquer que, si Ton réduisait même d'une ma- 

Journ. de Math, (3* série), tome VII. — Octorre 1881. «|2 
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nière sensible, d'après la même loi, les ordonnées seules des ondes, les 
valeurs de x que Ton obtiendrait avec les nouvelles courbes ne diffé- 
reraient pas sensiblement de celles qu'on a déjà trouvées, attendu que le 

seul facteur variable, -^j qui entre dans Texpression de l'action du 

déplacement de Tonde visible en direction horizontale, et qui avec la 
sinusoïde a pour valeur 

ai:. X 
2 L L 

A 
changerait très peu, à cause de la petitesse du rapport limite j • 

A 
Suivant les observations faites, le rapport j- descend bien souvent 

au-dessous de o,o4; généralement il est compris entre 0,06 et 0,1 3, et 
très rarement il dépasse cette dernière limite. 

Par conséquent, en portant les réductions sur les ordonnées, les 
vraies courbes des ondes devraient être plus déprimées vers le milieu 
des deux branches que ne le sont les sinusoïdes. 

Cela est parfaitement d'accord avec ce que Ton observe dans la na- 
ture, où les courbes des ondes visibles apparaissent un peu plus minces 
et plus aiguës à leur sommet et plus plates dans le creux, abstraction 
faite, bien entendu, de la forme plus aiguë que les ondes présentent 
dans des circonstances spéciales, comme, par exemple, quand elles se 
forment sous l'action du vent. 

D'après cela, si Ton représente par d\ l'augmentation de longueur 

du côté d'z correspondant à l'augmentation de volume ^ dX. de l'é- 
lément à un instant donné, la somme de toutes ces augmentations dX 
sur une verticale donnée à partir du fond jusqu'à l'onde interne cor- 

f c/X, fera connaître en 
p 

chaque point de combien il faut raccourcir l'ordonnée de la sinusoïde 
correspondante, afin d'avoir la courbe de l'onde corrigée, ou, pour 
mieux dire, plus approchée. 

La nouvelle ordonnée £ aura pour valeur 
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En procédant d'une manière analogue, on arrivera à Tapproximation 
que Ton veut. 

Or, par rapport au volume (— rfX -\- dx) d' z de l'élément avec son 
propre signe, on a 

dx 
par suite, 



ou encore 



4 L= 



,dp _ _ _ X 
d\ = ~\ vr^ ^ sinn-j- 



4 U^^'-'LjL^dp 
d'où 



, a» ir« X\ It rfa . X I , 

. + ^v-,cos7i^)j-^-sin7:-j-rf/>, 



-i- -p,- cosTT j^ smTT y- / tt'^ «a -r -j- smTT j- / aa 4- const. , 

puisque kp correspond a, et que pour/? =P, a — o. 

En observant en outre que, pour /? = p, ). = o, on aura définiti- 
vement 

[JW «w 

pL 

4W , 4W 



--f-l 



L P *- — « ï- 1 a« ^« . \ 

4W4-L ♦^ I 24 L* I^ 

p L J 

a' ir' . X X a Tt . X 

12 L' L L 2 L L 



A X = L et X = o correspond toujours X = o. 
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Dans le cas de X = -> auquel correspond l'augmentation maxima 

du volume des éléments," et par conséquent le raccourcissement 
maximum de l'ordonnée de l'onde sera 






pL 



A la surface du liquide pour laquelle /? = o et a = A, on aura 

^' "" 4 L'V 2W-hL "^ 4W-f-L/ "^ 24 L' "^ 2 L' 

En faisant l'application de cette formule au cas numérique traité plus 
loin, on obtient 

x; = o^45f, 

et,* par suite, l'ordonnée du milieu des branches de l'onde visible qui, 
avec la sinusoïde, était de 4™»ooo avec la courbe corrigée, devient de 
3", 549. 

31 . En substituant^ H- - à ^ dans les expressions 

a' ir . X 

^3=. f (^14. cost: ^), 

c'est-à-dire en élevant de la quantité - l'origine des coordonnées, on 
obtient 

équation qui montre que, en adoptant les sinusoïdes pour courbes des 
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ondes, les trajectoires des molécules sont des ellipses ayant 
Le demi-axe vertical := - j 

2 

Le demi-axe horizontal =:y-=-z=-, 

4 1- 2 

b dénotant Taxe horizontal. 

La valeur des axes de ces orbites s'obtient également à l'aide des 

expressions de x et dey, dans lesquelles ou fait respectivement 

X = - et X = o. 

2 

32. Si Ton représente par q la profondeur rapportée au niveau 

moyen de la surface du liquide, savoir à la surface du liquide en repos, 

on aura 

A 

et, par rapport à ce niveau, la profondeur à laquelle se trouve 

L'extrémité inférieure des orbites est. . . a =^p ^ » 

' ^ 2 

Leur centre q' z=Lp -j^ , 

^ ^ 2 

\ 

Et leur sommet q"::^ p -\ a. 

^ ^ 2 

La vitesse horizontale maxima a lieu : 

A la profondeur y, à labscisse X = L, où elle a pour valeur 

A la profondeur q"^ à Tabscisse X = o, avec une valeur 



Wj = -f- W — r-, > 






c'est-à-dire égale et en sens contraire à celle qui correspond à la pro- 
fondeur q. 
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La vitesse verticale est tnaxima à la profondeur q\ et a pour valeur. 



et 



W- ~ à l'abscisse X — -^ 

2 L 2 



v^ — — W - r à l'abscisse X = — ~ > 

^ A L 2 



c'est-à-dire ^ale et en sens opposé à celle qui correspond à l'abscisse 

V 

33. En résumé, on tire les conclusions suivantes : 

1® Les ondes visibles d'une masse liquide y déterminent des ondes in- 
ternes d'une hauteur de plus en plus petite à partir de la surface jusqu au 
fond, toutes de la même amplitude et d'une certaine ressemblance entre 
elles, 

. 2** l^s molécules ont un mouvement périodique et décrivent des orbites 
dont le i^rand axe est vertical. 

3" Les ondes internes et l'onde visible^ ainsi que les orbites des mole- 
cules situées sur la même verticale dans le liquide en repos, sont toutes 
des courbes synchrones et isochrones. 

Si l'on admet que les courbes des ondes internes et de l'onde visible 
soient des sinusoïdes simples de Téquation 



a / X \ 

la hauteur des ondes internes est 



»=4-(r]- 



L~X 



La vitesse des molécules, à un instant déterminé t= ^ ^^ , est 



X 



En direction horizontale m =: W -^ =-5 costc -=-, 

En direction verticale cizi: \V - — sinir -r- ' 

2 L L 
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Les orbites sont des ellipses représentées par Téquation 

, V -^ -1—4 x^—\, 

rapportées à leur centre. 

Les courbes des ondes» après une première correction, ont pour 
équation 

c = -(^i4-cos7rj-j-^pSin7rj- 

a' 7c' . X a» ir» . X X a tc . X 

24 L* L 12 L' L L 2 L L 

34. De ces conclusions découlent les corollaires suivants : 

La vitesse est dirigée : 

Horizontalement dans le sens de la marche des ondes dans le 
deuxième et le troisième intervalle, et en sens contraire dans le premier 
et le quatrième; 

Verticalement, elle est dirigée de bas en haut dans la période mon- 
tante, et de haut en bas dans la période descendante. 

Les vitesses, dans les deux directions horizonfale et verticale, ont 
respectivement deux maxima égaux et en sens opposés; ceux en direc- 
tion horizontale se trouvent à des profondeurs différentes. 

A la vitesse maxima dans une direction correspond une vitesse 
nulle et un déplacement maximum dans l'autre. 

I^ vitesse a une valeur maxima : 

En direction horizontale, sur les verticales qui passent par le sommet 
et par les points les plus bas de Tonde; 

En direction verticale, sur les verticales qui passent par le milieu des 
demi-amplitudes de Tonde. 

Les vitesses et les déplacements maxima des molécules sont et 
correspondent respectivement aux profondeurs et aux abscisses sui- 
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vantes : 

2^*^ 2 * 2L' 4*^ 

55. Comme on le voit, le mouvement des molécules est orbitaire, 
ainsi que Ta pressenti Newton, en disant qu'il avait lieu per circulum : 
bien entendu, le grand géomètre n'a jamais voulu dire par là que 
les trajectoires des molécules fussent des cercles parfaits, mais simple- 
ment que les molécules retournaient périodiquement à la même po- 
sition, sans quoi il y aurait transport de liquide dans le sens de la 
marche des ondes, ce qui est contraire aux faits observés. 

Par un pix)cédé graphique et en partant de considérations purement 
géométriques d'invariabilité du volume de la masse liquide agitée par 
des ondes, le colonel Emy en a décrit, comme on l'a vu, le mouve- 
ment. 

Ses appréciations étaient justes quant à la nature du mouvement, 
mais naturellement le procédé qu'il a suivi ne lui a pas permis de le 
mesurer, et ne devait donner autre chose qu'une idée générique du 
mode suivant lequel le phénomène devait s'accomplir. 

36. Voulant passer à quelque application pratique, on doit noter 
d'abord qu'on n'a pas d'observations complètes d'ondes dans la Mé- 
diterranée. 

Parmi celles qui furent mesurées dans les autres mers, on choisira 
celle qui a été relevée par Scoresby sur l'Atlantique du Nord, pour 
laquelle 

A=8^oo, L=^, W=i4"',6. 
On choisit cette onde de préférence à d'autres, d'abord parce que, 



Digitized by VnOOÇlC 



PROPAGATION VERTICALE DES ONDES. 337 

indépendamment du grand soin de l'observateur, c'est celle qui se 
rapproche davantage des plus grandes de la Méditerranée, et ensuite 

W 

parce que le rapport -r= =1,12 s'approche, sans le dépasser, du coef- 
ficient Hmite 1,23 donné par la formule d'Airy, W = 1,2?)^^^, dans 
le cas de très grandes profondeurs. 

La profondeur de l'Atlantique du Nord, sur laphis grande partie de 
la Ugne entre Liverpool et Boston, le long de laquelle Scoresby fit ses 
observations, peut être évaluée à 2000 brasses anglaises environ, comme 
on le relève sur la Carte dfi la Géographie physique de la mer, par 
Maury; on peut donc adopter approximativement P = 3600"*. 

Avec ces données, on obtient les résultats du Tableau suivant; avec 

Fig. 3. 



les valeurs de a et de /) données dans ce Tableau, on a construit la 
courbe représentée ^g^. 3. 

L'inspection de ce Tableau et de cette courbe démontre, ce qui du 
reste était déjà apparu par l'examen de l'expression de a, que l'agi- 
tation produite par le mouvement des ondes diminue bien consi- 
dérablement d'énergie à peu de distance au-dessous de la surface du 
liquide, mais qu'elle s'étend à de très grandes profondeurs, s'il y en a. 

Port-Maurice, i6 novembre 1879. 



Journ, de Math, (3* série), lome VU. — Octobrb 188 i. 4^ 
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Recherches sur la tfiéorie mathématique de la capillarité ^ 
Par m. h. RESAL. 



1 . On s'occupe peu actuellement de la théorie mathématique de la 
capillarité, fondée réellement par Laplace et développée par Poisson, 
dont rOuvrage, publié en i83i, est un véritable monument. 

La lecture de la nouvelle théorie de l'action capillaire de Poisson est 
pénible; on ne retrouve pas dans ce travail la régularité didactique et 
la coordination remarquable qui caractérisent les autres publications 
de l'illustre géomètre (*). Il établit d'ailleurs l'équation de la surface 
capillaire et la constance de l'angle que forme cette surface avec une 
paroi d'une nature donnée d'une manière telle, que l'étude de sa 
solution de ce double problème exige un travail considérable. Enfin, 
lorsqu'il traite les questions soulevées par les physiciens de son époque, 
parmi lesquels Gay-Lussac joue le premier rôle, il emploie constam- 
ment les mêmes variables, au lieu d'approprier le choix des variables à 
la nature de chaque problème, en vue d'arriver plus rapidement et 
plus nettement à la solution. 

Depuis i83i, le domaine physique de la capillarité s'est considéra- 
blement agrandi. Les travaux de M. Plateau sur la forme naturelle des 



(*) Ce qui tendrait à faire supposer que Touvrage dont il s'agit est la réunion 
de Mémoires successifs sans que Tauteur ait eu d'avance un plan bien arrêté 
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liquides et des bulles creuses de liquides visqueux, les expériences de 
M. Boutigny sur les globules liquides formés sur des plaques portées à 
une température telje que le contact n'ait pas lieu, etc., font époque 
dans rhistoire de la Physique. 

Il m*a semblé qu'il ne serait pas sans intérêt de mettre la théorie des 
phénomènes capillaires au courant des progrès réalisés, en la rendant, 
par sa simplicité, très accessible aux jeunes géomètres, et c'est à ce 
point de vue que je vais me placer. 

1. — Formules fondamentales. 

2. Forme de la surface capillaire. — Soient {fi g. i) 

AmB une section normale faite en un point m, dont la masse est repi'é- 
sentée par la même lettre, de la surface de séparation de deux 
fluides (L<) et (L), la concavité étant tournée vers (L, ); 

ah la Irace du plan tangent en m\ 

III, n les poids spécifiques des deux fluides. 

Nous ne considérerons que le cas où les forces extérieures agissant 




sur chaque point m de (L) et (L,) dérivent d'un potentiel m^, ^ étant 
une fonction des coordonnées de ce point. 

Le point m est en équilibre sous l'action des forces extérieures et des 
actions qu'il reçoit des molécules de (L, ) et (L). 

On peut considérer la résultante des actions moléculaires de (L, ) 
sur m comme étant due à celle Q, de ce fluide, dans l'hypothèse où ab 
serait la surface de séparation, et à la résultante prise en sens con- 
traire — Q', des actions provenant des molécules du ménisque. 

Si nous désignons pour (L) par Q et Q' les équivalents de Q, et Q',, 
l'action exercée par ce fluide sur m sera de même la résultante de Q 
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et Q'; de sorte que les forces Q, Q', Q,, — - Q', et les forces extérieures 
doivent se faire équilibre sur le point m. 

Nous supposerons, avec Laplace, Gauss et Lamé, que(L), (L,) sont^ 
homogènes dans toute leur masse, tandis que, par des considerations 
très contestables. Poisson est conduit à admettre que la densité des 
deux fluides subit une altération dans le voisinage de la surface de 
séparation. Les forces Q et Q, seront ainsi considérées comme nor- 
males à A/wB. 

Il faut donc, pour l'équilibre, que la résultante de Q', — Q', 
et de la force extérieure agissant sur m soit aussi normale à la surface, 
ou que le travail élémentaire de ces trois forces soit nul pour un dépla- 
cement de m sur cette surface ou encore que la somme de m # et du po- 
tentiel des actions du ménisque de (L) sur m et de celles du ménisque 
de (L,) prises en sens contraire soit constante pour tout point de la 
surface. 

Le potentiel de Taction de la molécule m' du ménisque de (L) sur m 
est de la forme mnilf{r)^f[r) étant une certaine fonction de la distance 
r de ces deux molécules. 

Considérons un élément de volume de ce ménisque, limité par deux 
plans normaux en m faisant entre eux un angle infiniment petit dB et 
par deux cylindres concentriques ; soient c, d les intersections avec ab 
et c', d' les intersections avec AB des génératrices de ces cylindres com- 
prises dans le plan de la figure et situées d'un même côté de m. Si 
Ton remarque que le rayon y de la sphère d'activité est extrêmement 
petit, on peut supposer r= me, et par suite cd = dr\ le potentiel dû à 
l'action de la masse déterminée par l'élément de volume est, par suite, 

m - /( r) ce' r dQ dr, 

n" 

et, pour toute la portion du ménisque limitée par les deux plans nor- 
maux, 

m-dO f /{r)cc'rdr. 
Mais comme, en appelante le rayon de courbure de l'une des sections 
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normales, on a 






— r« 

2v 



r expression ci-dessus devient 

m / /(r)r dr=m — k, 

n^^f/{rydr=k. 



en posant 



tétant une constante spécifique. 

Soient R, R' les rayons de courbure principaux en m de la surface ; 
Tangle étant censé mesuré à partir de la trace sur le plan tangent du 
plan normal correspondant au premier de ces rayons, on a 





1 

1 


cos' 6 sin' 8 
"" R ' R' ' 


et 


le potentiel pour tout le 


ménisque est 




k' r'VcosM 

'"^i (-ir 


) sin'ON ,^ 



Le potentiel du ménisque de (L, ) pourra se représenter de la même 
manière par 

rnk, (i + ±). 

Si donc on appelle mC une constante, nous aurons 

m& (]^ -+- g? j — m^t (^-h ^j-^-m^-hmC = o, 
d'où 

en posant 

^{i-k,) = K. 

L'équation ci-dessus est celle de la surface AmB ou de ce que Ton 



Digitized by VnOOÇlC 



THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA CAPILLARITI*:. 

appelle la surface capillaire. En la mettant sous la forme 



3/ 



i^ 



5,^^K(j^-hi,)=const., 



on reconnaît sans peine que Tinfluence du ménisque se traduit par une 
diminution de pression positive ou négative au point m de la surface, 
représentée par 

En attribuant des signes à R et R' en raison du sens de la courbure 
de Tune et de Tautre des sections normales, Téquation de la surface 
peut se mettre sous la forme suivante. 



('^^ + 0) 



R ^ R' 



/x étant luie constante positive dépendant de la nature de (L) et (L, ), 
que Texpérience seule peut faire connaître, et C une constante arbi- 
traire dont on déterminera la valeur dans chaque problème par les con- 
ditions aux limites. 

Dans le cas où la force extérieure est la pesanteur, l'équation (i) 

devient, en posant — == j, 



R 



I 



(r-f-X) 



v«tant la distance du point m à un plan horizontal déterminé, et \ une 
constante remplaçant C 

5. Influence d'une paroi sur la surface de contact. — Prenons pour 
plan de la ligure le plan normal au point m de Tintersection de la 
paroi et de la surface. 

Soient 

mn, aUi [fig^ 2) les tangentes en m aux deux sections faites respecti- 
vement dans ces deux surfaces par le plan de \\\ figure; 
I Tinclinaison de mn sur ma dans (L) ; 
mx la normale à la paroi, dont la substance est censée homogène. 

Joutn. de Math. (3- série), tome VII. — Octobre 1881. 44 
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Si la paroi était un plan indéBni, son action /n.N sur m serait dirigée 
suivant Oa?, et N serait une constante. 

Quelle que soit la forme de la paroi, on peut également considérer N 

Fie- 6- 




comme constant, car il est clair que les actions sur m exercées par les 
molécules du ménisque de la paroi ne peuvent donner, suivant Ox, 
que des composantes de Tortlre de quantités que Ton peut négliger. 

Nous négligerons également Tinfluence des ménisques de (L) et (L,), 
qui est relativement faible, dans la détermination de la composante 
suivant mx de Faction qu'exercent les deux fluides sur m. 

Soient mw!f[r) Faction exercée par une molécule wl de (L) sur m, 
r étant la distance des deux molécules. 

Concevons dans (L) un cône ayant m pour sommet, d'une ouverture 
infiniment petite rfco, dont les génératrices fassent à un infiniment petit 

près l'angle a avec mn. I^ masse élémentaire -r^ dtùdr de ce cône donne 

suivant mx la composante , 

m-r^ dfù drf{ r) cos a, 

et l'on a pour tout le cône 

n /*^ 

m-rfcocosa / /{r)r^dr= mqdtù cosa^ 

q étant une constante dépendant de la nature de (L). 

Il vient, par suite, pour la composante normale totale due à Faction 
de ce fluide, 

/n^/cosarfo, 

Fintégrale se rapportant au fuseau sphérique de centre m d'un rayon 
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égal à Tunité, limité par les plans m/i, ma ; mais cette intégrale n*est 
autre chose que la projection du fuseau sur un plan perpendiculaire à 

mx^ c'est-à-dire cos«. L'expression ci-dessus devient donc 

mq-[\ — cosi). 

En appelant y, l'équivalent de q pour (L, ), ce fluide donne de même 
la composante normale 

mq-{\ -+- cos/). 



On a donc, en faisant abstraction des forces extérieures, dont l'in- 
fluence est relativement très faible. 



d'où 



mN 4- /wy - ( I - cosi ) -h /wy , - ( I H- COSI ) = o, 

COSe == , ; ) 



et l'angle i est ainsi constant. • 

4. Rappel des résultats de l'expérience, — Dans tout ce qui suit, nous 
prendrons le millimètre pour unité linéaire. 
D'après l'expérience, on a 

a. a a*. 

Pour Teau 2r826 i5,586i 

Pour une dissolution saturée de sel marin. . . . 2,569 i3,2o 

Pour Tacide azotique 2 , 366 1 1 , 20 

Pour Tacide chlorhydrique 2,291 10, 5o 

Pour le mercure ; 1,811 6 , 628 

Pour Talcool .• • • • ' > 7^2 6 , 00 

Pour rhuile de lavande i ,698 5, 60 

Si nous désignons par a l'angle aigu de raccordement que forme un 
liquide avec une paroi, on a 

a. 

Pour le verre ordinaire et le mercure (surface convexe), 4^.80 

Pour le verre privé d'air et le mercure » 55 . 00 

Pour Tacier et Talcool » 90.00 

Pour le verre et Teau (surface concave) 0.00 
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Nous dirons qu*uii liquide mouille ou ne mouille pas une paroi, 
selon que sa surface sera concave ou convexe dans la région du contact 
avec la paroi. 



§ II. — Phénomènes capillaires relatifs aux liquides pesants. 

ii. Forme que prend la surface d'un liquide au contact d'une lame ver- 
ticale,— Nous supposerons que la lame est suffisamment longue, dans 
le sens horizontal, pour que ses extrémités n'influent pas d'une ma- 
nière sensible sur la forme de la partie moyenne de la surface que l'on 
peut dès lors regarder comme cylindrique. 

I^ tout se réduit donc à considérer une section faite dans la surface 
par un plan perpendiculaire a l'intersection de la lame avec le niveau 
statique du liquide. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que la surface est convexe; les 

Fig. 3. 




formules obtenues s'appliqueront à la concavité en changeant le sens 
positif de l'axe des v. 
Soient {fig. 3) 

Ox^iX. Oy l'horizontale et la verticale du point d'intersection O de la 

lame et du niveau ; 
x^ y les coordonnées d'un point quelconque m de la courbe ; 
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9 Tangle que forme la tangente en ce point avec Ox; 

a rintersection de la courbe avec O^; 

s Parc am ; 

OL Tangle de raccordement en a. 

On a évidemment 

€/v= — disiny, dx = —dscosf, — = -^. 

Oii doit supposer, dans la formule (2), R'= oo et, en raison de Tin- 
terprétation donnée à la courbure à la surface, ). = o, cToù successi- 
vefnent 

d^ y 

d^ ^ si 11 « 

d^ ^ d^' 



I r/9* I , V 



2 ds^ à 
ds ' 



en remarquant que -~- est nul avec j, c'est-à-dire pour ç> = 180**. On 
tire de là 

2 Ç 

COS- 

2 











dy- 


= — asin ^rf(p, 


et 


, conmie 


y est nul 


pour y = 


180", il vient 


(« 








y 


= 2a cos î- 
2 




Nous 


avons maintenant 










rfr==- 


a cos 5) df^ 

2 ■ 

COS-î- 
2 


= — a /cos 5 - 



d'où 



I H- tang I 

o^ = — a( 2 sin 2 — log - j h- const. 

.-lang| 
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Mais on doit avoir x = o pour ç = a, et par suite 

^ , .-Mang" , — iang|' 
(/;) .r — al 2 (sin- — sin? ) -+-log( 'x 



{'(' 




[ — tang y 14- tang ^ 



Comme ce est infini pour f =: i8o®, on volt qu'au point de vue géo- 
métrique la courbe est asymptotique au niveau; cette courbe est d'ail- 
leurs complètement définie par les équations (a) et {b). 

Si nous désignons par/© l'abaissement du liquide au contact de la 
lame, nous avons 

(c) Vu = 2a cos-, 

soit ^^0=" 3™"", 22 pour le mercure et une lame de verre. 
L'élévation de l'eau au contact d'une lame de verre est 

r„^5""',6j2. 

6. Forme de la surface d'un liquide entre deux lames verticales paral- 
lèles, dont V une est mouillée et l'autre non mouillée par le liquide. 
Soient (/g^. 4) 

xx' le profil du niveau ; 

aOa* celui de la surface du liquide entre les deux laines, la partie Oa de 

ce profil correspondant à la direction de Ox se trouvant au-dessus 

du niveau; 
Or, Oy les portions de la verticale du point O situées respectivement 

au-dessus et au-dessous du niveau. 

Nous rapporterons respectivement les courbes Oa, Oa' aux axes Oy^ 
Ox et oy, Ox\ en conservant les notations du niunéro précédent. 



Nous'avons, pour Oa, 




dy 
ds ~ 


dx 

sm©, -7-1= coscj 
' ds 


et 




(^) 


d^ y 
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35 I 



(l'oil 



{*) 






COS 9 



const. 



Si nous désignons par y© 'a valeur de y correspondant au point O, 

Fig. i. 




d^ 



comme, d'après la formule (a), on a ^ = o pour j=: o, la formule [h) 
se réduit à 



d'où 



*=.-^ 



e/(p 



et 



(^) 



y/a v^coscpo — cos 9 

y/2 ycoscpo — coscp 
, ^ _a_ sin(pjy 

v'2 y/cos^po — costp 



^: 



_ n^ Ç^ cos<pe/<p 



:/ 



^'^J v'cosço — cos«p 



= -jz ( cosj)o / -; "^-^ — I Vcosopo - COS9 rfy V 

V2\ J,. s/coscpo-cos? ^f / 



y^=a\pi y/cos^o— cosy. 



Digitized by VnOOÇlC 



'$'52 H. RESAL. 

Soit x^ la distance du point O à la lame considérée ; nous aurons 

(/) X,= "" ( COSyo f ' ,-- '^' — - f V C^o - COS9 df ) . 

En accentuant les lettres a, ^r, et a pour Tautre lame, nous tairons 
de même 

x\='^\ cos^o r .-_'J^i f V cos?„ - rosî^ ^ ). 

V'2 \ J^, v^cosoo— cosç> ./^ / 

Enfin, si nous désignons par 2e la distance .r, 4- .r', des deux lames, 
l'angle Ço sera déterminé par l'équation 



(t \ cos 



9o / / V^^os^o — œs-ï^rff ) 

a' I cosyo / , • — / V <^^>S'^„ — cosj; ch 1 = 2^x2, 

\ J, y/cos'fo— coso ,/ / 

TO ?•» 

qui dépend généralement de s fonctions elliptiques, et dont la solution 
ne peut se trouver que dans chaque cas particulier. 

Supposons que les deux liquides soient l'eau et le mercure et (jue 
les deux lames soient en verre; nous aurons a = o et, à 3o' près, 

= - > d ou 






'i , 286 / I ^ ir , ir , . G/,, , o„ \ 

— =- ( 2 logtangy -h 4 cos 2 logtang -^ \ cos -7- 

— 1,811 (cosOq / ^ = — / v^' <^s?/o — cosç> rfl> I = 2e' i 2 , 

V Jo Vcoscpo-cosç. J^ ' ) 

équation dont il nous paraîtrait superflu de faire des applications nu- 
mériques. 
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7. Forme d'un liquide entre deux lames parallèles de même nature, — 
Prenons pour origine des coordonnées le point maximum O du proûl 
de la surface, et soient Ox la tangente en ce point et 0/ la verticale 



Fig. 5. 



• 




r 











c 

Y 


A 


X 




X' 



du même point. Conservons d'ailleurs les notations précédentes. L'é- 
quation (2) nous donne 



(«) 



i = iCr + x), 



ds à 



X désignant ici la hauteur du point O en contre-bas du niveau. 
On déduit de là 



(*) 



d^^ I . 



i5î = :i(C-co.s?). 



2 cls^ à 



c étant une constante au moyen de laquelle X s'exprimera, en remar- 
quant que les formules (a), [b) doivent donner la même valeur pour 

-j^y en y supposant j = o et y = o, d'où 



{c) \=ay/2{C-i). 

Journ, de Math, (3* série), t. VII. — Octobre i88i. 



45 
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De l'équation (i) on déduit successivement 



(^) 



di = 4 



<f<p 



v/2 \/C — cos^ 
dY= — ^sinçûTç 



y/2 y/C — cos<p 
y = a \/2 (v/C — cos(p -I- y/C — 1 ) , 

V/2 y/G— coscp 



^ 



= -[e f -j=J=— I v^— Ceosyrfy ), 



et X s'exprime au moyen de fonctions elliptiques. Si 2 e désigne la lar- 
geur des lamesy on a, pour déterminer C et par suite X, l'équation 

que Ton ne pourra résoudre que par tâtonnements. 

Mais, lorsque les lames sont très rapprochées l'une de l'autre, on 
peut éluder l'emploi des fonctions elliptiques en opérant par approxi- 
mation, comme nous allons le faire voir. 

8. Deux lames parallèles et verticales sont très rapprochées Vune de 
Vautre. — L'ordonnée/ étant très petite par rapport à e, le profil de 
la surface est peu différent d'un arc de cercle, dont le centre C est situé 
sur Oj, et dont nous déterminerons le rayon t par la double condition 
que l'arc de cercle passe par le point O et les points de raccor- 
dement. 

Soient 

Oy le prolongement de Oy au delà de O ; 

Cx^ l'horizontale du centre C; 

r = t(i H- a) le rayon vecteur mené de ce centre au point m ; 

Q l'angle formé par ce rayon avec Cy . 
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Nous supposerons que u et ses dérivées sont assez petits pour que 
l'on puisse s'en tenir aux termes du premier ordre. 

Si X continue à désigner la hauteur du niveau au-dessus du sommet O, 
la hauteur au-dessus du point m est, à très peu de chose près, 

X-hï. — tcos0. 
Nous avons ainsi 



I I I /d^u \ 

Si nous posons, pour abréger, 



X -4- t — tcos6 



nous 


i aurons 










(Pu 





d'où 



''" = ^ [5 cosô + sine (i — a) + Bcosôl , 



du 
de 



A et B étant deux constantes arbitraires. 

Mais pour = o nous devons avoir « = o par hypothèse, et de 

plus -£ = o, pour exprimer que la tangente en O est horizontale. 

Les formules (6) se réduisent alors aux suivantes : 

1 «=â[^(cos0-i)+^sinô], 

^" l§=^.[^o''-'■'Kj-p)]• 

L'angle ^z, formé par la tangente en m avec Cy, est donné par la 
formule 

/ \ • ^ du ^ 
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Si Q' est la valeur de correspondant au raccordement pour lequel 
on a (j^ = TT — a, nous aurons • 

ou, aux termes du second ordre près, 

ô' = a -I- 6, 

£ étant la valeur de ^ pour 5 = - — «. 

Désignons par u' la valeur de u pour ô = 2 — a; comme u est nul 
au point de raccordement, nous aurons 

a'-h£^ = o 
ou 

P(sina— i)-f- -f - — a] cosa 
■^ S [(î "■ ") sina + cos« Q -^)]'= ^• 
Une première approximation donne 

^ 2 \2 / I — sinot 

et, en tenant compte des termes du premier ordre et remarquant que 



e ecosa 



sin 6' cosa 

26 étant la distance des lames, 

p = -( a) ; h -z ( allsma ; — IH 

^ 2 \2 / I — sma a' cosa L\ 2 /\ 2 i — sma/ 2 J 

L*équation (a) donne alors 
{d) x=^cos«+^Al_^, 

^ ' e 2 1 — sin a 

aux termes du second ordre près. 
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Pour Teau et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet du mé- 
nisque aft-dessus du niveau, 

a* eU 7,79 . o 

e ^ e '' 

Pour le mercure et le verre on trouve, pour la hauteiu* du sommet 
du ménisque en contre-bas du niveau, 

X = 0,701 ~ -hi,2ic =ii^ + I,2IC. 



9. De la surface capillaire dans un tube circulaire d'un faible dia- 
mètre. — I.a forme du ménisque étant très sensiblement sphérique, 
nous rapporterons sa surface à celle d'une sphère tangente dont la po- 
sition du centre et la grandeur du rayon peuvent être, dans certaines 
Umites, considérées comme indéterminées, et que nous fixerons en 
raison des circonstances qui se produiront. 

Considérons une section faite par un plan passant par Taxe, et con- 
seWons les notations du numéro précédent; nous aurons toujours 

I I I /(Pu \ I /i . o ^W 

I^ surface étant de révolution, R' est la portion de la normale dé- 
terminée par Taxe Cy , et nous avons 

I sin<V 1 / , du . A , \ 

La hauteur du point m en contre-bas du niveau étant 

X-+-t— tcosô. 



nous aurons 
2 



I /(Pu . du ^ /j . \ 



X H- 1^(1 — cosO) 
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d'où 

, . (Pu ^ f.du Xr-Ht.'[(i — cosO) — 2a*) 

Posant 

y,x Xr-t-t'— aa* v*p 

\0) ■ -. = — > 



a* a' 



l'équation (a) devient 

(^) ^ -" ^"^s® ^■^^"+â(^"" c^se) = o. 

Plus généralement, considérons l'équation 

(3) ^-tange|-h2«+F(e) = o, 

F(6) étant une fonction quelconque de 9, en raison de ce qu'elle se 
présentera plusieurs fois dans ce qui suit, et proposons-nous d'en 
trouver l'intégrale générale. 
Posant 

M = Usin5, 

l'équation (3) se transforme dans la suivante, 



d}\5 d\] . ,^ , .V F(e) 
-55r + ^(^ cote -tango) 4-4^=0, 



d'où 



rfU 



= ^d^\^-fnQ)^''OcosBdQ\ 



i + tang ■ 

_u \f\a 

sinô 



U = B + a( --ï^ + log- ' "' 



I — tang - 



- r • .f a fF{6)sm9cos0de, 

j sin'OcosOJ ^ ^ ' 

A et B étant deux constantes arbitraires. 
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On a enfin» pour l'intégrale cherchée, 

i-t-tangl- 
ii = Bsin9-hAl —i-4~ sinolog r 

(4) { \^ '-^^"^2, 

-sinÔ f . ,f 'fF(e)sindcosddd. 
J sin'e cos6 J ^ ^ 

Revenons maintenant à Téquation (c); comme elle est satisfaite par 
a = — ^> son intégrale s'obtiendra en ajoutant à cette valeur l'ex- 
pression (4), en y supposant 

F(0)=-^cos9, 

ce qui donne 

e 

îQ f i4-tang- 
a = — ^-hBsinô H- Al — i-f-sinÔlog 1 

-h 3^(Ôsinô + cosÔ). 

Il £aut que A soit nul, car autrement u deviendrait infini pour = 90^ ; 
il nous reste donc 

(rf) M= - ^ -HBsîn(?-h ^(5sin5-+-cosô), 

d où 

ie) -^ = B cosô H- 1^ 6 cosff . 

Or cette dernière valeur doit être nulle pour ô = o, puisqu au point 
correspondant la tangente est horizontale, ce qui exige que B soit nul. 
Nous avons donc finalement 
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Soit Q' la valeur de 9 correspondant au point de raccordement par 
lequel il nous est permis de faire passer le cercle de comparaison ; 

nous aurons 

B e' sin 0' 4- cos 6' 
- ^-J % =^' 

équations qui feront connaître 6' et |3. Mais comme, dans la formule (rf), 
|3 est multiplié par le facteur \ supposé très petit, nous l'obtiendrons 

avec une approximation suffisante en supposant Q'= a dans la 

première des formules (/), ce qui donne 



|3 = |m - — aj cosa -h sina. 

En appelant se le diamètre du tube, on » 

e e 

sinô' cosa 
et la formule {b) donne 

X = ?^cosa+^j|[(^-a)cosa^-sina]-i| 

pour la distance du sommet du ménisque au niveau. 

10. Expression du volume d'un liquide compris entre sa surface libre 
et un plan horizontal déterminé, quelle que soit la forme de la section du 
tube. — Nous supposerons que la surface libre (S) présente sa con- 
vexité vers le plan, et nous désignerons par A la section du tube et par 
Pie périmètre du contour de la surface (S). 

En nous reportant au n° 1 , nous pourrons écrire 
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c 

- étant la hauteur du plan au-dessus du niveau du liquide extérieur au 

tube. 

Concevons que Ton décompose la surface capillaire en éléments 
par des lignes de courbure infiniment voisines dans chacune des deux 
séries, et soient rfw un de ces éléments et ;^ l'angle que forme sa nor- 
male avec la verticale. Nous aurons pour le volume cherché, en ayant 
égard à la formule (a), 

[b) v==Jycosxrfa) = |J(ji4-i-,)cosxrfa)-+-^A. 

Considérons maintenant une surface (S') parallèle à (S) et qui en soit 
distante d'une quantité infiniment petite £. Les normales aux sommets 
de dcô détermineront dans (S') un élément rfo' dont les côtés seront 

dans les rapports ^ y —frr- avec ceux de d(ù. 

On a donc 

dui^ _ (R — e) ( R^— e) _ _ / I I \ 

^to — RK' — ' Vr'^RV^' 

et la formule {b) peut s'écrire ainsi : 

Or l'intégrale représente la différence des projections horizontales 
des aires de (S) et (S'), ou la projection de la zone déterminée dans (S) 
par les normales menées aux points du contour de (S'), qui est égale à 
?€ cosa. On a donc 

(5) V=ï^cosa+^A. 

Si le tube est circulaire et si le plan sécant est le niveau extérieur du 

liquide, on a 

C = o, P = 27rt, 

et, en posant comme plus haut - = a^f on a 

Y = a^ X, 2715 cosa. 

Journ, de Math, (3® série), tome VII. ~ Noyembre i88i. 4^ 
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En désignant par X la hauteur moyenne de (S) au-dessus du niveau, 
on aura 

V = ne'X, 
d'où 

•. 2a*cosa 

A = y 

e 

ce qui est conforme au résultat obtenu au numéro précédent, aux 
termes en e près. 

Dans le cas de deux lames parallèles on a 

V = a'^necosa, 

d'où X, qui est moitié moindre que dans le cas d un tube. 

11. Liquides superposés dans un tube circulaire capillaire. — Considé- 
rons un tube plongé dans un liquide (A, ) dont la portion comprise dans 
ce tube soit surmontée d'un volume déterminé d'un autre liquide (A) 
de moindre densité. 

Nous supposerons que (A) mouille et que (A,) ne mouille pas la 
paroi intérieure du tube. Le même raisonnement s'appliquera à toute 
autre hypothèse. 

Considérons une section faite par un plan passant par Taxe du 
tube. 

Soient 

aOa, a|0,ai les profils des ménisques supérieur et inférieur; 
00| l'axe du tube ; 

Il l'intersection, avec sa paroi intérieure, du plan de niveau extérieur ; 
y,y^ les distances de deux points m, /w, de aOa, a|0«a| situés sui' la 

même verticale à la droite II ; 
n l'intersection de /wm, avec II ; 
C la pression censée constante exercée sur la section IL 

Nous admettrons pour (A) les notations qui précèdent, en les affec- 
tant de l'indice i pour (A,). ^ 

Concevons un cylindre vertical d'une section infiniment petite dont 
m/Tii serait l'axe. 



Digitized by VnOOÇlC 



THÉORIE BIATHÉMATIQUE DE LA CAPILLARITÉ. 363 

L'action du ménisque aOa s'ajoute à la réaction C en n pour faire 
équilibre au poids de ce cylindre, d'où la relation 

(a) R(^^ + i,) = ny-C. 

On a de même 

ib) K,(ji-4-ji.)=n.j.-c. 

Le volume compris entre les surfaces aOa et a|0|ai est donné et 
peut être représenté par 

[c) Ee^H, 

H étant la portion de la longueur du tube qu'occuperait le liquide dans 
le tube sans les effets de la capillarité. D'après le numéro précédent, 
les volumes laOal, I|a|0|a|I| ont respectivement pour expressions 

K.2-e C-e« 

2 2 

cosa 



Il n 

K.27te Cue' 

n cosa, H- 



n. ' 
en égalant leur somme à l'expression (c), on trouve 

2 /K cos a K,cosa,\ 



(rf) C = 



I I 

n ^ DJ 



En portant cette valeur dans la formule (6), on obtiendra une 
équation analogue à celle que nous avons intégrée par approximation 
aun^9. 

Si par approximation on prend R, =R', ~ ccosa,, la formule (b) 
donne, pour la valeur moyenne de la distance du ménisque inférieur au 

niveau, 

„ 2 / cosKa K, \ 

,. II — h — cosa, 

2Kcosa, e\ Il II, / 

y* — "~nï ' ; ï ' 

no. 
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ou encore 

2 

H (a* cos a -4- ûfî cos a.) 

r. = -V- + n; 

La même méthode s'applique au cas où plusieurs liquides se super- 
poseraient dans un tube. 

12. Forme d'une très petite goutte d'un liquide reposant sur un plan 
horizontal qu elle ne mouille pas. — Nous aurons dans ce cas 



«'(r-^f)=^+^' 



X étant une constante dont la valeur résultera de la solution du pro- 
blème. Si les dimensions de la goutte sont très petites, il en sera de 
même de j et en dehors de sa zone de contact avec le plan. 

En nous reportant au u?^^ on voit que la forme de la goutte est 
donnée par Téquation (c), dans laquelle j3 remplace l'inconnue X. On 
en déduit de la même manière 



j «=^(-^-^--3 



I sinO-h cos6 

(a) 






ôcosô. 



Si V désigne l'angle que forme la tangente avec le rayon vecteur, 
on a 

Soit 0' la valeur de Q correspondant au raccordement avec le plan ; 
on a 

V = 6'- 90^4- a, 
d'où 

[b) 6' = i8o«-a- ^g'cos5, 
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et, en négligeant le carré de ^j 



a*' 



6'=:i8o^— a 4- -5-^(71 — a) sina. 

Nous supposerons que l'on prenne pour % le rayon de la sphère équi- 
valente à la goutte, et qui est par conséquent une donnée de la 
question. 

Nous devrons exprimer que l'excès de l'aire de la section méridienne 
sur celle d'un grand cercle est nulle, ou que l'on a 

^ t/'« dB - ^^' ^ "')^^'"^'^»^^' _!(;,„ e>) 3= O. 

a* étant la valeur de u correspondant à ô = 6'. 
On déduit de là 

--^(—64- sinô'cosÔ ) ~, 

, ».* r2sin6'— 6'cosô' i /^, . ^, ^,. . -., ^,"1 

H- ^ ^ g(ô'sinô'-i-cosÔ')sinÔ cosô' =0, 

équation d'où Ton déduira^ qui,commeondevait s'y attendre, n'est 

pas une quantité très petite, puisque c'est devant son équivalent X que 
nous avons négligé des termes. 

13. Goutte très large. — L'équation de la section méridienne de la 
surface capillaire de révolution peut se mettre sous la forme 

{a) ■ ^? + .^L"?==.2:+^, 

^ ' as œ a* 

(f étant l'angle que forme la tangente avec l'axe des x\ cette équation 
ne paraît pas pouvoir s'intégi'er, et, dans ce qui suit, nous devrons nous 
contenter d'approximations. 

Nous placerons l'origine au sommet de la courbe, en prenant pour 
origine l'horizontale de ce point. 
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Si une étendue assez grande 9 reste suffisamment petite pour que 

Ton puisse négliger le carré de cet angle, ce qui permet de supposer 

dv 
ds = dx^ (f = siny = tangç = ~-> l'équation (a) prend alors la forme 

suivante, 

da:^ X dx a} * 

équation dont l'intégrale est 

y-i-\ = k, f \ef +e ' ) aa 

4- A, r(e^"*V e->")log(a;sin»«)rfa,, ^ 

A| et Aa étant deux constantes arbitraires. Mais Aj est nul, car autre- 
ment jr serait infini pour a: = o, et, comme y est nul pour ^ = o, il 
vient 

d'où 



"^^ dx 2TzaJ ^ ^ ' 

et l'on voit que -^ est nul pour a? = o, ce qui devait être. 

Supposons que la goutte soit assez large pour qu'une valeur de 9, 
de 9, inférieure à 20°, corresponde à une valeur / relativement grande 
de^, et soit y, la valeur correspondante de j. Nous aurons 

1 % X / / -cos» C0»*»\ 1 

f ^"g?<=5^/ \^' -f-e " ycos&>rfw. 

(*) Poisson (p. 21 3) pose une formule tout outre, sans faire connaître de 
quelle manière il y est arrivé ; mais elle est inexacte, car elle ne satisfait pas à 
l'équation différentielle. 
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Mais, comme X est inconnue, la valeur de / ne peur pas être fixée 
a priori et est subordonnée à la solution du problème. 
L'équation (a) donne alors, par approximation. 

Quoique sous une forme plus simple, elle ne parait pas pouvoir s'in- 
tégrer. Nous sommes ainsi réduit à déterminer des valeurs approchées 
de 9 et de a? en fonction dey, en négligeant le carré de j- 

Si nous posons ç? = m 4- y > etsi nous identifions après la substitution 

dans^(c) les termes indépendants et dépendants de y> nous trouvons 

, r\ . du y~h\ 

(/) «"^«^^ = V-' 

Si C est une constante arbitraire, la dernière de ces équations 

donne 

C 





V = - — > 
sinu 


et l'on a, par Suite, 




{g) 


smy = smw -+- y cota 



Mais u déduit de (/) renfermera une constante arbitraire C, et l'on 
sera libre d'établir entre C et C telle relation que l'on jugera conve- 
nable, pourvu -quey =yi, l'équation {g) donne 9 ~ y,. Il nous est donc 
permis de supposer C = o, et, en intégrant l'équation (/), on trouve 

cosu = cosy = COS91 - ^ [(7 -+- ^y - (/i -^>^)']» 
d'où 

[h) x^l^i colyrff^ 1 / , , .. dy, 

intégrales réductibles en fonctions elliptiques. 
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Soient h la hauteur de la goutte ou l'ordonnée du point de raccor- 
dement correspondant à cosç) = — cosa. Nous aurons 

(i) cosî?^ - ^ [(A + X)» - {y\ 4- af\ =- cosa, 

et l'équation (A) fera connaître la valeur oc' de x du point de raccor- 
dement. 

On conçoit que l'on puisse exprimer que le volume de la goutte est 
donné, ce qui établira entre X et /une relation qui, jointe à la seconde 
des formules (2), permettra de déterminer ces constantes. Il faudra 
s'assurer ultérieurement que / est relativement grand, comme on l'a 
supposé. 

14. Liquides soustraits à l'action de la pesanteur. — Dans ce qui suit, 
nous considérerons avec M. Plateau une masse liquide en suspension 
dans un autre liquide de même densité avec laquelle elle ne peut se 
mélanger. 

Si la masse considérée est en repos, elle affectera la forme sphé- 
rique. Mais si on lui imprime un mouvement de rotation, selon que la 
vitesse sera au-dessous ou au-dessus d'une certaine limite, elle de- 
viendra un sphéroïde aplati, ou elle se décomposera en sphéroïde et 
im anneau tournant autour de ce sphéroïde. 

Soient n la vitesse de rotation ; ce la distance d'un point quelconque 

de la surface à Taxe, le potentiel de la force centrifuge sera ; si 

l'on attribue à a la même signification que ci-dessus, et si l'on pose 
6* = — ^> l'équation de la surface sera 

X étant une constante. 

Elle peut se mettre sous la forme suivante : 

^ sin9_ j^, , . 
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OU, en multipliant parar, 



dr sîn«p I 



= -hi^'-^n 



dx 



On déduit de là, en appelant C une constante arbitraire, 
et 

pour l'intégrale de Féquation proposée. 

15. La surface diffère peu d'une sphère. — C'est ce qui a lieu quand 
la vitesse angulaire est suffisamment faible, et alors l'équation de la 
surface pourra se mettre sous la forme 

d'^u ^ du ^' / • «A ^ \ 

-R^ - ^angtt — 4- 2w 4- ^(sin»5 -*- X) = o. 

et a pour intégrale 

/ ^' 

Xt» / i-Mang; 

M = B sin ô T5 -4- A ( — I -h sin log 




I -h lang 



~ ^Sinolog g ^-piSin'Ç. 



I — lang - 

Pour que u ne soit pas infini pour 6 — 90®, il faut que les termes 

e 

I -h tang - 

log ^ disparaissent ou que Ton ait 

I — tang - 

Journ. de Math, (3« série), tome VII. — NoTEUsnE 1881. 4 7 
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et alors, en comprenant la constante de — yi^ dansPindéterminée— ^ ^ 



il vient 



et 



u = Bsin9 Yn -+- y-psin^S 



-jr^ =Bcos6 T^sinScose. 

d^ 10^ 



Pour que la tangente au sommet soit perpendiculaire à Taxe de 
rotation, il faut que B soit nul ou que Ton ait B = o, et par suite 



w = j~, -h 77^ sur 9. 



Si nous prenons pour t le rayon de la sphère équivalent au sphé- 
roide, il faut que / u^dO soit nul, ce qui donne 



I 

v=/r 



et 



"=-4^(5-^^"'^)' 



En coordonnées rectangulaires, nous aurons pour l'équation de la 
surface, 

ar» -+- j* = t='(H- «)» =r i«(l + 2U) 
ou 

OU encore, aux termes près du second ordre, 

ce qui est l'équation d un ellipsoïde en révolution aplati dont il est 
facile de trouver les axes. 
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16. La surface diffère d'un tore, — Nous supposerons qu'il est ainsi, 
sauf vérification ultérieure, lorsque la distance de la masse à Taxe de 
rotation est très grande par rapport aux dimensions transversales de 
l'anneau. 

Soient c le centre du cercle générateur; / sa distance à l'axe, nous 
avons 

a? sZ-f-ï-sinô; 

en désignant par C une constante 

I sin6 I r • /i ^ / * /i\l 

ui = 1 ^-^ =• 7 sinS >(i — COS26) • 

Par suite, 

;?i57-^"-H(-^-7Jsinô-^cos2Ô~C = o; 
d'où 

a = C4- -(-yr ■+" -^jÔcosÔ— g^cos20-h AcosÔ -h Bsinô. 
■-^ = V-/' — ^j(cos6— Osin0)4- ^ sin 2$ — Asin0 4-BcosS. 

On doit avoir -^ = o pour = 90®, d'où 

Par suite, 

u = -y^ ^j fcosô —ôsinô-- -sinôj + ^,cos20-f-Bsinô-}-C; 

B et C restent indéterminés, en raison même de l'origine qui n'a pas 
été fixée. Si nous la plaçons au milieu du diamètre horizontal, u devra 
avoir la même valeur pour ô = 90** et = — 90**, d'où 

c=o, B=i(î|i:-5)n+^;. 
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§ III. — Des liquides uniquement soumis à leurs actions mutuelles. 

Si l'on introduit une masse déterminée M d'un liquide A dans un 
milieu formé d'un autre liquide B de même densité que le précédent, 
mais avec lequel il ne peut pas se mélanger, A se trouve dans les 
conditions d'un liquide uniquement soumis à ses actions mutuelles, et 
c'est ainsi que M. Plateau a obtenu expérimentalement, suivant les 
conditions qu'il imposait à M, les différentes formes que peut affecter 
un solide de révolution dont la moyenne courbure est constante. Nous 
avons ainsi à nous poser un problème résolu déjà depuis longtemps 
par bien des savants, mais en nous efforçant à en simplifier la solu- 
tion. 

17. Équation générale des surfaces de révolution dont la moyenne 
courbure est constante. — L'équation (i) du n^2 nous donnera l'équa- 

Fig. 6. 




-.9 



tion différentielle de la surface de révolution que peut affecter une 
masse liquide soustraite à l'action des forces extérieures en y supposant 

C 
.f = o, et, en représentant la constante - par a A, nous aurons 

^ I . 
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Soient [fig. 6) 

Oj Taxe de révolution ; 

Qx la perpendiculaire en un point quelconque déterminant avec Oo? 
une section méridienne que nous allons considérer ; 

7 l'angle que forme avec Ox la tangente en un point m dont les coor- 
données sont X et y; 

m\ la normale en m limitée à Qx\ 

s Tare de la courbe mesurée à partir de Oy, 

Nous avons 

d'où 

cos^^o sincp . 

j — — — — — — 3 A. 

ax X 

ou 

</.r sin 9 . 

— :i — ~ = 2A;r 

En intégrant et désignant par B une constante arbitraire, on trouve 

(i) sm9 = 



X 



RemaYque. ~ Si la surface est fermée, on a 9 = pour a? = o, par 
suite B = o et 

siny = Aa?. 

On déduit de là, en désignant par C une constante, 

dy ^ Kx 

tang? 



et enfin 






(r + c)^-f-^^=f,' 



équation d'un, cercle. D'où il suit que la sphère est la seule surface de 
réçolution à courbure moyenne constante qui soit fermée. 

Revenons maintenant à Téquation (i), et désignons par x^ et a^o les 
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valeurs de x qui correspondent à 9 = 90**, y =— 90^. Nous aurons 

a?, = A^^ -4- B, 

— a?2= Aa?2-4-B, 



d^où 

A = ^ — , B = - 



1 ^ Xy Xt 



et, en substituant a?, et x^ aux constantes. A et B, nous aurons 






cos© == =h — — î J(x\ — a^'-^ ) (a;- — a?" ) , 



tangf = ^ 



Si nous posons 

rr* = x^^ cos^ vj> -1- a?, sin^ (|*, 

ij; étant un angle auxiliaire, ce qui est permis puisque x^ et x^ sont les 
valeurs extrêmes des a?, nous aurons 

tSiUQO = il - - = - - - = ^— ) 

^* {xl — ^J) sirnj'cos^' dx 

, {x\ — x\)s{n^cos^d^ 

^x\ cos^^^ -+- xl sin^*^ 
d'où 



dy'=± \jx\ cos* ïj^ -f- a?^ sin ^ fl^t]/ =p -;== 



Si nous plaçons l'origine des coordonnées de manière que l'on ait 
7 = pour a? = o, nous aurons 



(2) 



■iC; 



[^(\/^0]-^[(v/'-^î)]- 



Nous aurons ainsi deux systèmes de courbes selon que x^ sera de 
même signe que a;, ou sera de signe contraire. 
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Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle ; 
Par m. h. POINCARÉ, 

Ingénieur des Mines. 



Une théorie complète des fonctions définies par les équations diffé- 
rentielles serait d'une grande utilité dans un grand nombre de ques- 
tions de Mathématiques pures ou de Mécanique. Malheureusement, il 
est évident que dans la gi'ande généralité des cas qui se présentent 
on ne peut intégrer ces équations à l'aide des fonctions déjà connues, 
par exemple à l'aide des fonctions définies par les quadratures. Si l'on 
voulait donc se restreindre aux cas que Ton peut étudier avec des inté- 
grales définies ou indéfinies, le champ de nos recherches serait singu- 
lièrement diminué, et l'immense majorité des questions qui se présen- 
tent dans les applications demeureraient insolubles. 

Il est donc nécessaire d'étudier les fonctions définies par des équa- 
tions différentielles en elles-mêmes et sans chercher à les ramener à des 
fonctions plus simples, ainsi qu'on a fait pour les fonctions algébri- 
ques, qu'on avait cherché à ramener à des radicaux et qu'on étudie 
maintenant directement, ainsi qu'on a fait pour les intégrales de diffé- 
rentielles algébriques, qu'on s'est efforcé longtemps d'exprimer en 
termes finis. 

Rechercher quelles sont les propriétés des équations différentielles 
est donc une question du plus haut intérêt. On a déjà fait un premier 
pas dans cette voie en étudiant la fonction proposée dans le voisinage 
d'un des points du plan. Il s'agit aujourd'hui d'aller plus loin et d'étu- 
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dier celte fonction dans toute V étendue du plan. Dans cette recherche, 
notre point de départ sera évidemment ce que Ton sait déjà de la fonc- 
tion étudiée dans une certaine région du plan. 

L'étude complète d'une fonction comprend deux parties : 

I** Partie qualitative (pour ainsi dire), ou étude géométrique de la 
courbe définie par la fonction ; 

2° Partie quantitative, ou calcul numérique des valeurs de la 
fonction. 

Ainsi, par exemple, pour étudier une équation algébrique, on 
commence par rechercher, à Taide du théorème de Sturm, quel est 
le nombre des racines réelles, c'est la partie qualitative, puis on 
calcule la valeur numérique de ces racines, ce qui constitue l'étude 
quantitative de l'équation. De même, pour étudier une courbe algé- 
brique, on commence par construire cette courbe, comme on dit dans 
les cours de Mathématiques spéciales, c'est-à-dire qu'on cherche 
quelles sont les branches de courbes fermées, les branches infinies, etc. 
Après cette étude qualitative de la courbe on peut en déterminer 
exactement un certain nombre de points. 

C'est naturellement par la partie qualitative qu'on doit aborder la 
théorie de toute fonction et c'estpoiirquoi le problème qui se présente 
en premier lieu est le suivant : 

Construire les courbes définies par des équations différentielles. 

Cette étude qualitative, quand elle sera faite complètement, sera de 
la plus grande utilité pour le calcul numérique de la fonction et elle y 
conduira d'autant plus facilement que l'on connaît déjà des séries 
convergentes qui représentent la fonction cherchée dans une certaine 
région du plan, et que la principale difficulté qui se présente est de 
trouver un guide sûr pour passer d'une région où la fonction est repré- 
sentée par une série à une autre région du plan où elle est exprimable 
par une série différente. 

D'ailleurs, cette étude qualitative aura par elle-même un intérêt du 
premier ordre. Diverses questions fort importantes d'Analyse et de Mé- 
canique peuvent en effet s'y ramener. Prenons pour exemple le pro- 
blème des trois corps : ne peut-on pas se demander si l'un des corps 
restera toujours dans une certaine région du ciel ou bien s'il pourra 
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s'éloigner indéfiniment ; si la distance de deux des corps augmentera, 
on diminuera à l'infini, ou bien si elle restera comprise entre certaines 
limites? Ne peut-on pas se poser mille questions de ce genre, qui seront 
toutes résolues quand on saura construire qiialitîitivement les trajec- 
toires des trois corps? Et si l'on considère un nombre plus grnnd de 
corps, qu'est-ce que la question de l'invariabilité des éléments des 
planètes, sinon une véritable question de Géométrie qualitative, 
puisque, faire voir que le grand axe n'a pas de variations séculaires, 
c'est montrer f|u'il oscille constamment entre certaines limites? 

Tel est le vaste champ de découvertes qui s'ouvre devant les géo- 
mètres. Je n'ai pas eu la prétention de le parcourir tout entier, mais 
j'ai voulu du moins en frimchir les frontières, et je me suis restreint 
à un cas très particulier, celui qui se présente d'abord tout naturelle- 
ment, c'est-à-dire à l'étude des équations différentielles du premier 
oriire et du premier degré. 

Dans ce qui va suivre, je considère les courbes définies par une 

équation de la forme 

dx dy 

X- T' 

où X et Y sont deux polynômes entiers en x et en y. C^es courbes, je 
les appelle des caractéristiques. 

Si l'on considère les deux portions d'une même caractéristique qui 
se trouvent de part et d'autre d'un de ses points, on aura divisé cette 
caractéristique, à moins qu'elle ne soit une courbe fermée, en deux 
demi-caractéristiques distinctes. Ces deux demi-caractéristiques joue- 
ront, dans ce qui va suivre, un rôle de quelque importance. Par 
exemple, supposons que la caractéristique soit la spirale logarith- 
mique 

on pourra la diviser en deux demi-caractéristiques, comprenant, la 
première, tous ceux de ses points pour lesquels 

la seconde, tous les points pour lesquels 

Journ. de Math. (3* série), tome VII. ~ Novembre 1881. 4^ 
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Afin d*éviterles difficultés que pourrait présenter Tétude des bran- 
ches infinies, nous supposerons que les courbes sont projetées gnomo- 
niquement sur une sphère. Soient un plan P, et un point quelconque 
[x^y] dans ce plan; si Ton considère une sphère quelconque divisée en 
deux hémisphères par un plan parallèle au plan P et que nous appelle- 
rons plan de Téquateur; si Ton joint le centre de la sphère au point 
{xj y), la droite, ainsi déterminée, coupera la sphère en deux points 
diamétralement opposés; nous appellerons (a?, y, i) celui qui est situé 
dans le premier hémisphère, (.r, j, 2 ) celui qui est situé dans le second 
hémisphère. 

Toute ligne droite du plan P se projettera sur la sphère suivant un 
grand cercle. Aussi, quand nous parlerons de la tangente en un point à 
la caractéristique, il s'agira de Tare de grand cercle qui touche la ca- 
ractéristique en ce point. 

Tout grand cercle coupe Téquateur en deux points (ù^ et w,; l'angle 
de direction du grand cercle qui passe par les points diamétralement 
opposés w, et wa sera l'arc compris entre «1 et un point fixedeTéqua- 
teur. Le coefficient angulaire sera la tangente de l'angle de direction. 

Enfin, les points d'inflexion d'une caractéristique seront les points 
où elle est osculatrice à un grand cercle. 

11 est évident que, dans ces conditions, si l'on excepte quelques 
points singuliers, par tous les points de la sphère passe une caractéris- 
tique et une seule, et le coefficient angulaire de la tangente est donné 
par l'équation 

da; dy 

D'ailleurs, tout est symétrique par rapport au centre de la sphère. 



CHAPITRE I. 

DÉFINITIONS ET GÉNÉRALITÉS. 

Avant daller plus loin, il est nécessaire de donner certaines défini- 
tions et certains théorèmes généraux qui seront d'un grand secours 
dans l'étude qualitative des courbes sphériques. 
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Considérons d'abopd des courbes sphériques ne présentant ni point 
double, ni point d'arrêt. 

Nous appellerons cycle sphérique une courbe telle qu'après en avoir 
parcouru un arc fini on revienne au point de départ : p^r exemple, 
un petit ou un grand cercle. 

Nous appellerons spirale sphérique une courbe qui coupe un cycle 
sphérique en un seul point, par exemple la loxodromie, qui coupe 
les parallèles en un seul point. 

Un cycle sphérique divise la surface de la sphère en deux régions 
que nous appellerons, Y wne^V intérieur àa cycle ; l'autre, Y extérieur ; on 
ne peut passer de l'une à l'autre sans couper le cycle. 

Si l'on joint deux points d'une caractéristique par un arc de courbe 
quelconque qui n'ait avec la caractéristique d'autre point commun 
que ses deux extrémités, l'arc de courbe et l'arc de caractéristique 
compris entre les deux points formeront, par leur ensemble, un cycle 
sphérique. Par exemple, si l'on joint par un arc de grand cercle les 
deux extrémités d'un arc de petit cercle, ces deux arcs formeront un 
cycle fermé. 

Mais il peut se présenter deux cas. 

Premier cas. — Les deux branches de courbes formées par la carac- 
téristique prolongée au delà des deux points que l'on a réunis par un 
arc de courbe quelconque, sont toutes deux intérieures ou toutes deux 
extérieures au cycle formé par les deux arcs. 

Dans ce cas, nous dirons que l'arc de courbe sous-tend Tare de ca- 
ractéristique. 

C'est ce qui arrive, par exemple, dans le cas des deux extrémités 
d'un arc de petit cercle réunies par un ;irc de grand cercle. 

Deuxième cas, — Les deux branches de courbes formées par la carac- 
téristique, prolongée au delà des deux points qu'on a réunis par un arc 
de courbe quelconque, sont, l'une intérieure, l'autre extérieure au 
cycle formé par les deux arcs. 

Dans ce cas, nous dirons que l'arc de courbe sur-tend l'arc de ca- 
ractéristique. 

Supposons, par exemple, que la caractéristique soit une loxodromie; 



Digitized by VnOOÇlC 



38o H. POINCARÉ. 

elle coupera un méridien quelconque en une infinité de points. Con- 
sidérons parmi ces points d'intersection deux points consécutifs et 
concevons qu'on les joigne d'une part par un arc de loxodromie, 
d'autre part par un arc de méridien, Tare de méridien sur-tendra l'arc 
de loxodromie. 

De la définition même des cycles on peut tirer immédiatement les 
résultats suivants : 

1° Deux cycles se coupent en un nombre pair ou infini de points; 

2® Toute courbe algébrique se compose d*un ou plusieurs cycles; 

3® Toute courbe algébrique coupe un cycle quelconque en un 
nombre pair ou infini de points. 

Théorème I. — Si Von divise une caractéristique, qui n'offre ni point 
double,- ni point d'arrêt, en deux demi-caractéristiques, si l'une de ces 
demi-caractéristiques ne coupe aucun des cycles algébriques quen un 
nombre ^ni de points, la caractéristique' donnée est un cycle. 

En effet, construisons une courbe plane C définie de la manière sui- 
vante : l'abscisse d'un point |3,- quelconque de la courlje Csera l'arc de 
la caractéristique, compté depuis un point fixe a© jusqu'à un point a, 
correspondant à /3|, et l'ordonnée de /3/ sera l'angle de direction de la 
tangente à la caractéristique au point a/. 

I® A un point |3|- de la courbe C correspond toujours un point ce,- et 
un seul de la caractéristique; 

2^ La caractéristique n'ayant pas de point d'arrêt, la courbe Ci n'en 
aura pas non plus^ 

3° A un point «^ de la caractéristique correspond : ou un point |3,- 
de la courbe C, si la caractéristique n'est pas un cycle ; ou une infinité 
de points ^, si la caractéristique est un cycle; 

4** La courbe C ne coupe qu*en un point les droites . parallèles à 
Taxe des j; 

5** A l'une des demi-caractéristiques correspond la partie de la 
courbe C située à droite de l'axe des y; à l'autre, la partie située à 
gauche de cet axe. Nous supposerons, pour fixer les idées, que la demi- 
caractéristique qui, d'après hypothèse, ne coupe aucun cycle algé- 
brique qu'en un nombre fini de points est celle qui correspond à la 
demi-courbe C, située à droite de l'axe desj^. 
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Première hypothèse, — Il y a sur la demi-courbe C une infinité de 
points ^i correspondant à des points a, situés sur Téquateur. 

Comme par hypothèse la demi-caractéristique considérée ne coupe 
Téquateur (qui est un cycle algébrique) qu'en un nombre fini de 
points, il n y a qu'un nombre fini de points a/ sur Téquateur, Il faut 
donc qu'à un point a^ correspondent un nombre infini de points /3^, 
c'est-à-dire ({uc la caractéristique soit un cycle. 

Deuxième hypothèse. — Il y a sur la demi-courbe Q une infinité de 
points ^i où la tangente à la courbe C est parallèle à l'axe des a?. 

C'est dire qu'il y a une infinité de points |3/ correspondant à des 
points a,-, qui sont des points d'inflexion de la caractéristique. Or le lien 
des points d'inflexion des caractéristiques est une courbe algébrique ; 
dOiic, par suite de l'hypothèse faite à l'énoncé du théorème, il y a seu- 
lement un nombre fini de points d'inflexion à la caractéristique 
donnée. Il faut donc encore qu'à un point a,- corresponde une infinité 
de points |3/, c'est-à-dire que la caractéristique soit un cycle. 

Si l'on suppose qu'aucune des hypothèses 1 et 2 ne sont remplies, 
quand l'abscisse du point /3, sera plus grande qu'une certaine valeur â?^, 
ce point correspondra à un point a,-, qui sera toujours dans un même 
hémisphère, dans le premier hémisphère par exemple, et l'ordonnée 
de /3, ira toujours en décroissant ou toujours en croissant, toujours 
en croissant par exemple. On se trouve donc en présence d'un troi- 
sième cas qui comporte Ini-mème deux hypothèses. 

Troisième hypothèse. — Quand x varie depuis a;© jusqu'à l'infini, 
l'ordonnée de j3,-, c'est-à-dire l'angle de direction de la tangente à la 
caractéristique, va toujours en croissant, mais en restant plus petit 
qu'une quantité donnée. 

Soient 

|3, le point de la courbe C dont l'abscisse est x^ ; 
a, le point correspondant de la caractéristique; 
a, w, la tangente à la caractéristique en a, ; 
w, le point où a, w, rencontre l équateur; 

OLi un point quelconque de la caractéristique correspondant à un 
point ^i situé à droite de |3, ; 
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OLi fùi la tangente en ce point ; 

ri), le point où cette tangente rencontre Téquateur. 

Quand a, s'avancera sur la caraeîéristique, w/ se déplacera vers la 
droite, mais en restant toujours sur l'arc d'équateur Wi w, ; la demi- 
caractéristique a< «/, qui ne peut franchir Téquateur, est convexe par 

Fig. I. 




hypothèse, et tout entière comprise dans le triangle sphérique a, w, w,, 
c'est-à-dire que sa longueur curviligne reste toujours plus petite que 
a,«i 4- «1 wj, c'est-à-dire qu'elle est finie, ce qui est absurde; la 
troisième hypothèse est donc inadmissible. 

Quatrième hypothèse. — Quand x varie depuis x^^ jusqu'à l'infini, 
l'ordonnée du point ^,, c'est-à-dire l'angle de direction de la tangente 
à la caractéristique, va toujours en croissant jusqu'à l'infini. 

Ci' est- à-dire que l'angle de direction de la tangente à la caractéris- 
tique peut prendre toutes les valeurs 

où jo ^st une constante donnée et n un nombre positif entier quel- 
conque. C'est dire que la tangente de l'angle de direction, c'est-à-dire 
le coefficient angulaire de la tangente à la caractéristique, est égale à 

pour un nombre infini de points ^, différents. 
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Or le lieu des points où le coefficient angulaire de la tangente à la 
caractéristique est égal à tangVo est une courbe algébrique qui ne peut, 
d'après l'hypothèse, rencontrer Jgi demi-caractéristique qu'en un 
nombre fini de points a^. 11 faut donc encore ici qu'à un point a, cor- 
respondent une infinité de points |3, , c'est-à-dire que la caractéristique 
donnée soit un cycle. 

En résumé, des quatre hypothèses que l'on peut faire, la première, 
la deuxième et la quatrième conduisent a ce résultat, que la caracté- 
ristique est un cycle; la troisième est inadmissible. . 

Le théorème est donc démontré. 

Définition. — Nous appellerons polycjcle une courbe fermée comme 
le cycle, mais présentant des points doubles. 

Exemple : intersection de la sphère avec un cylindre qui lui est tan- 
gent en un point. 

Système topographique. — Si l'on trace sur la sphère un système de 
cycles et de polycycles tel, que par chacun des points de la sphère 
passe un cycle ou un polycycle, et un seul, excepté en quelques points 
singuliers par les(|uels ne passe aucun cycle, nous dirons que ce sys- 
tème de cycles est un système topographique, parce qu'il est analogue 
au système des courbes de niveau d'un terrain. 

Les points doubles des polycycles sont alors analogues aux cols de ce 
terrain, les points singuliers par lesquels ne passe aucun cycle sont 
analogues aux fonds et aux sommets du terrain; de sorte que nous ap- 
pellerons ces divers points : cols, fonds et sommets du système. 

Par exemple, le système des courbes 

f{x,y) = const., 

où /est un polynôme entier en x et en y, si ces courbes ne coupent 
pas l'équateur, est un système topographique. Les cols sont les points 
où l'on a à la fois 

df_df__ {^Ly^^£^-^ • 

da: ~" cly " ^' \dxdy) dx^ dy^ ^ ^ ' 
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les sommets sont les points où Ton a 
les fonds sont les points oùroii a 

rf^ ~ rfj ~ "' \ (Pf ) dx^ dy^ ^ ' dr*^ "• 

De même, si l'on a entre z, x et y une relation algébrique 

/(z,a:,j) = o, 
telle que l'on n'ait jamais 

df 

et que z ne puisse rester fini et réel quand x et ^ sont infinis et réels, 
le système des courbes 

z = const. 

est un système topographique. 
Par exemple, soit 

/(z, x,y) = (z — a?)* — a (a;* +7* 4- 1) = o; 

^ ne peut être nul que si 

X* -h y -h 1 = 0, 
ce qui est impossible. 

De plus, si Ton considère z comme une constante, les termes du 
degré le plus élevé s'écrivent 

c'est-à-dire que les courbes z = const, ne coupent pas l'équateur, 
c'est-à-dire que ces courbes forment un système topographique. 

Le lieu des points où chacun des cycles d'un système topographique 
est tangent à une caractéristique s'appellera la courbe des contacts. 

Si le système topographique est algébrique, la courbe des contacts 
sera elle-même une courbe algébrique. 
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Si Ton considère un système topographique et l'un des polycycles 
du système correspondant à un des cols du système, une partie des 
fonds et des sommets est à Textérieur du polycycle, une autre partie à 
l'intérieur, de sorte que cha(|ue col distribue d'une certaine manière les 
fonds et les sommets du système. 

Deux systèmes topographiques sont analogues lorsqu'ils ont mêmes 
cols, mêmes fonds, mêmes sommets et que les fonds et les sommets 
sont distribués de la même manière par les cols. 

CHAPITRE II. 

ÉTUDE DES CARACTÉRISTIQUES DANS LE VOISINAGE DW POINT 

DE LA SPHÈRE. 

Avant d'étudier les propriétés des caracteristiques dans toute Té- 
tendue de la sphère, il faut rappeler les résultats déjà acquis relative- 
ment à l'étude de ces courbes dans une région limitée de la sphère. 
Les principaux théorèmes qui se rapportent à cette étude sont énoncés 
et démontrés dans divers Mémoires de Cauchy, miiXxxXéf^ Mémoires sur 
le calcul des limites^ et insérés aux tomes XIV, XV et XVI des Comptes 
œndus des séances de l'Académie des Sciences et dans le célèbre Mé- 
moire de MM. Briot et Bouquet, inséré dans le Tome XXXVI du 
Journal de l'École Polytechnique. Je me suis moi-même occupé de cette 
question dans une Note qui se trouve dans le XLV* Cahier du Journal 
de l'École Polytechnique et dans une Thèse pour le doctorat que j'ai 
soutenue devant la Faculté des Sciences de Paris. 

Supposons d'abord que le point autour duquel on veut étudier les 
caractéristiques soit 

X et Y, qui sont des polynômes en x et en y, peuvent être également 
considérés comme des polynômes en a; — a et j — j3 . 
De sorte que 

X = «0 H- a, (a? - - a) -f- «2 (j — 13) -f- . . . , 
Y = èo -^ 6 , ( or - a ) -f- è 2 (r - |3 ) ^ . . . . 

Jount, de Math, (3* série), t. Vil. — Novembre i88i. 4y 
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Premier cas. — a© et èo'ne sont pas nuls à* la fois ; supposons, par 



ex< 



emplé. 



«o<o; 



Téquation différentielle peut s'écrire 

où /est une série ordonnée suivant les puissances croissantes de 
X — a et y— ^. 

Donc, en vertu du théorème démontré par Cauchy [Comptes rendus, 
t. XIV), V peut s'exprimer par une série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de a? — a et se réduisant à |3 pour a? = a. 

Donc, par le point (a, P) passe une caractéristique et une seule. 

Deuxième cas, -. a© = 6© = o. 

Mais a^ aj, b^ et 62 ne sont pas nuls à la fois. 

Le point (a, |3) est alors im point singulier ordinaire. (Commençons 
par rappeler un théorème relatif à ces points singuliers, théorème que 
j'ai démontré dans ma Thèse inaugurale. 

Si V équation 

(5) {a,-l){b^-\)^h,a,=^o 

a deux racines différentes, X, et 1^ î 

Si le rapport de ces racines est positif ou imaginaire, l'intégrale géné- 
rale de l'équation 

(J.r dy 

est de la forme 

Sj'5~'^*=z: const., 

où 5, etZi sont des séries ordonnées suivant les puissances cmissantes de 
X — 0^9 y — ^ et s* annulant pour 
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Supposons que le point (^, J') se rapproche infiniment du point ( a, |3), 
de telle façon que 

lim *^^ ^ = a; 

le coefficient angulaire de la tangente en ce point [x, y) aura pour 
limite 

«1 H- «j H^ 

Donc la limite de la droite qui joint les points (a?, /) et (a, P) et la 
limite de la tangente à la caractéristique au point {x^ y) forment un 
faisceau homographique. 

Les droites doubles de ce faisceau sont données par l'équation 

]x(ai 4- ajjx) = ô, -4- b^^L, 

Soient fx, et jul^ les deux racines de cette équation ; on calculera aisé- 
ment X4 etXj en fonctions rationnelles de a,, a^^b^^b^^ ju.| etfji,. 

Maintenant on peut diviser le deuxième cas en quatre cas subor- 
donnés principaux. 

Premier cas subordonné, — Les droites doubles du faisceau homo- 
graphique sont réelles, et deux droites conjuguées quelconques du 
faisceau sont ou toutes deux dans Tangle aigu formé par les deux 
droites doubles, ou toutes deux dans l'angle obtus. 

Dans ce cas, X, et X2 sont réels et leur rapport est positif; le théo- 
rème que nous avons rappelé en commençant est donc applicable, et 
l'intégrale générale s'écrit 

s|*z7^« = const., 

où 2,, z^ sont des fonctions réelles de x et de v s' annulant pour 

pendant que X, et X^ sont deux nombres répls positifs. 

Il s'ensuit que toutes les caractéristiques vont passer par le point 
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singulier (a, ]3), pourvu qu'elles pénètrent dans une région de la 
sphère assez voisine de ce point pour que z, et Zj soient convergents. 
Un pareil point singulier s'appellera un nœud. 
Soit, par exemple, à étudier les caractéristiques qui satisfont à l'é- 
quation 

dœ dy 

lc~2y 
dans le voisinage du point 

[/equation générale de ces caractéristiques s'écrira 

où x^ est une constante. Dans le plan, cette équation représente 
une série de paraboles ayant même axe et ayant leur sommet à l'ori- 
gine; sur la sphère, cette même équation représentera les intersections 
de la sphère avec les cônes, qui ont le centre de la sphère pour sommet 
et ces paraboles pour base. 
Toutes ces intersections passent évidemment par le point 

x=:y= o. 

Deuxième cas subordonné, — Les droites doubles du faisceau homo- 
graphique sont réelles; mais deux droites conjuguées du faisceau sont 
situées de part et d'autre de ces deux droites doubles. 

Dans ce cas, ^ est réel et négatif, et le théorème dont nous avons 

parlé n'est plus applicable. 

Mais MM. Briot et Bouquet ont fait voir, dans un Mémoire inséré au 
Journal de l'École Polytechnique, XXXVP Cahier qu'il passe par le 
point (a, |3) deux caractéristiques et deux seulement. 

Un pareil point singulier s'appellera un col. 

Soit, par exemple, à étudier dans le voisinage de Torigine des carac- 
téristiques dé6nies par l'équation 

dos dy 

X y 
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L'intégrale générale s'écrit 

xy = const. 

et les seules caractéristiques qui passent par le point 

a?=y=o 
sont les deux grands cercles 

^ = 0, y=o. 

Troisième cas subordonné. — Les droites doubles du faisceau houio- 
graphique sont imaginaires, et ce faisceau ne se réduit pas à un sys- 
tème de droites en involution. 

Dans ce cas, X, et Xa sont deux imaginaires conjuguées et Feur rapport 
est imaginaire. Le théorème général s'applique et l'intégrale générale 
s'écrit 

jSj»;s~^=r const., 

où «, etz^, X, et Xa sont imaginaires conjuguées. 
Soit 

Z|=^H-i39, X, = Y-|-eî 

Z2 = l — iïif Xa = Y — ii. 
L'intégrale générale s'écrit alors 

{^'-^r,n'{l^y= const. 

Les courbes ^^ -h >3* = const, (où Ç et tq sont des séries ordonnées 
suivant les puissances croissantes de a? — a et j— j3, et s'annulant 
pour X = oL^y = ]3) sont évidemment des cycles qui ne se coupent en 
aucun point et qui forment dans la région voisine du point (a, j3) un 
système topographique dont le point (a, j3) est un sommet. 

Or, si l'on remarque que les équations 



«■+»■=*. a^)'=B 
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ne donnent pour Ç et >j, et par conséquent pour x eXjr, qu'un seul sys- 
tème de valeurs réelles, ou reconnaîtra que les caractéristiques ne 
coupent les cycles 

qu'en un seul point et que, par conséquent, ces caractéristiques ne sont 
autre chose que des spirales; un point qui parcourt ces spirales dans 
un certain sens va en se rapprochant indéfiniment de l'origine. 

Un pareil point singulier s'appellera xxtï foyer. 

Soit, par exemple, l'équation 

dœ dv 



X — r X -^ y 
dont l'intégrale générale est 

Si l'on passe aux coordoaiiées polaires, cette intégrale devient 

p2 ^-20) ^ const. , 

ce qui nous donne, dans le plan, une spirale logarithmique, et, par 
conséquent, sur la sphère, une spirale sphérique. 

Quatrième cas subordonné . — Les droites doubles du faisceau homo- 
graphique sont imaginaires et ce faisceau se réduit à un système de 
droites en involution. 

Dans ce cas, X, et X2 sont imaginaires conjuguées, mais leur rapport 
est égal à — I . Le théorème que nous avons rappelé au début n'est 
donc pas applicable en général. 

Ce quatrième ca« est plus particulier que les précédenis et il ne se 
présentera pas si X et Y sont les polynômes les plus généraux de leur 
degré. Bornons-nous donc à quelques remarques. 

D'abord, il est impossible qu'une branche de caractéristi(|ue vienne 
passer par le point a, p, puisque sa tangente devrait être précisément 
l'une des droites doubles de l'involution qui sont imaginaires. 
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Mais, d'après ce qu'on verra plus loin, toute caractéristique est uft 
cycle ou une spirale; donc, ou bien les caractéristiques seront des spi- 
rales, et un point qui les parcourrait tournerait autour du point (a, ^ ) 
en s'en rapprochant indéfiniment : le point (a, |3) serait alors encore 
xkxi foyer; ou bien les caractéristiques forment un système topogra- 
phique dont ( a, /3) est un sommet, et alors le point (a, /3) est un centre. 

C'est ce qui arrive qu md le théorème que nous énoncions au début 

est applicable, malgré la valeur négativede—- 
En effet, dans ce cas, l'intégrale s'écrit 

Z| ^2 = A, 
où 

c'est-à-dire 

et les caractéristiques forment évidemment, dans ce cas, un système 

topographique de cycles. 

Par exemple, l'équation 

dx dy 

y — ^ 
a pour intégrale générale 

Cas particuliers laissés de côté. — Dans ce qui précède, on a laissé 
de côté les cas particuliers où 

A, = A2, A, = o, 

cas qui ne se présenteront pas si X et Y sont les polynômes les plus 
généraux de leur degré. 
Or, pour que 

A, = A2, 

il faut et il suffit que 

(a, 4- b^y —fb^ aa -Ha, 62 = o. 

Dans ce cas, MM. Briot et Bouquet ont fait voir qu'une infinité de 
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caractéristiques passent par le point (a, p), c'est-à-dire qu'on a encore 
affaire à un nœud. 

lues cinq cas précédents comprennent tous les points singuliers a, j3, 
tels que les deux courbes 

X = o, Y = o 

s'y coupent en un seul point et non en plusieurs points confondus. 
Ces points singuliers s'appelleront />om/^ singuliers de première espèce^ 
et l'on a vu qu'il y avait quatre sortes de pareils points : les nœuds, 
les cols, les foyers et les centres. 
Reste à examiner les cas où 

>, =0 
et ceux où 

ou 

6, = 6a = Q. 

Ces cas se présentent quand les courbes X = Y = o se coupent en 
plusieurs points confondus au point (a, j3). 
En effet, dire que 

a^ = aj = o, 

c'est dire que X = offre un point multiple en (a, j3). 

Dire que 

b^=b^ = o, 

c'est dire que Y = o offre un point multiple en (a, |3). 

Dire que 

X| =0. 
c'est dire que 

^ = ^, 

c'est-à-dire que les courbes X = o, Y = o sont tangentes au poini ( a, j3). 
De pareils points singuliers s'appelleront /wi/i/5 singuliers de seconde 
espèce^ et il est évident, d'après ce qui précède, qu'ils pourront toujours 
être considérés comme la limite d'un système de plusieurs points sin- 
guliers de première espèce confondus ensemble. 
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Les particularités que peuvent présenter de pareils points sont trop 
nombreuses et trop diverses pour que nous les étudiions en détail. 
Remarquons que de pareils points ne peuvent exister si X et Y sont 
les polynômes les plus généraux de leur degré. 

Points situés sur Véquateur, — Dans ce qui précède, on a supposé 
implicitement que a et ^ restent finis, c'est-à-dire que le point [ol. p) 
n'est pas sur Téquateur. 

Mais le cas où a, /3 est sur Téquateur peut se ramener aisément aux 
cas déjà étudiés. 

Considérons d'abord un point de Téquateur non situé sur le grand 
cercle 

^ = o, 
nous poserons 

I t 

Si l'on considère ensuite z eX. t comme les coordonnées d'un point 
dans un plan, ce point ne sera autre chose que la projection gnomo- 
nique du point [oc^y) de la sphère sur un plan parallèle au plan du 
grand cercle 

^ = o. 

Pour le point (a, ]3) de la sphère, ces coordonnées z ei t seront finies, 
c'est-à-dire qu'on sera ramené aux cas étudiés dans le commencement 
de ce Chapitre. 

Si l'on voulait étudier les caractéristiques dans le voisinage de l'in- 
tersection de l'équateur el du grand cercle 

a? = o, 
on poserait 

/ I 

j? = -> r = -» 

z *^ z 

et l'on raisonnerait de la même manière. 

Journ. de Math, (3* série), tome VII. — DAgembbk 1881. ^O 
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CHAPITRE III. 

DISTRIBUTION DES POINTS SINGULIERS. 

Théorème IL — Tout système de caractéristiques admet des points 
singuliers. 

Première hypothèse. — Les courbes 

X = o, Y = o 

se coupent en des points non situés sur Téquateur. 

Dans ce cas, ces points d'intersection sont évidemment des points 
singuliers. 

Deuxième hypothèse. — Les courbes 

X = o, Y = o 

se coupent en un point situé sur Téquateur. 
' Supposons que ce point ne soit pas sur le grand cercle 

nous poserons 

I t 

X = -, y = -, 

z *^ z 

et, si m est le degré de celui des deux polynômes X et Y dont le degré 
est le plus élevé, nous poserons 

z'»X = X,, z"'Y = \,. 

L'équation différentielle devient alors 

dz __ dt 
— zX| ^ Y, — fX, 

pour / = a, -ï = o; on a, par hypothèse, 

Y, = X, = o, 
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et par conséquent 

zX| = o, Y, — /X| — o, 

c'est-à-dire que le point 

r = a, z = o 

est un point singulier de l'équation proposée. 

Troisième hypothèse. — Les courbes X =^ o, Y =:; o ne se coupent en 
aucun point Le degré de X est plus grand que celui de Y. Dans ce cas, 
Tun au moins des deux polynômes X et Y est de degré pair. De plus Y, 
est divisible par z, de sorte que 

Or il est clair que pour 

z =: t = o 
on a 

sX, = jzYj— /X, = o, 

et que par conséquent le point 

z = t = o 
est un point singulier. 

Quatrième hypothèse. — Les courbes X = o, Y = o ne se coupent 

en aucun point. Le degré de X est inférieur à celui de Y. Dans ce cas 

on poserait 

t I 

Z "^ z 

et, eu raisonnant comme dans le cas précédent, on ferait voir que 

z = < = o 
est un point singulier. 

Cinquième hypothèse. — Les courbes X = o, Y = o ne se coupent en 
aucun point. Le degré de X et de Y est le même. 

Si, de plus, Xa et Yj sont les termes du degré le plus élevé de X et Y, 
on n'a pas identiquement 

o-Yj — /Xj = o. 
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Dans ce cas, le degré de X et de Y étant m, et nécessairement pair, la 
fonction xX.^ — jX^ est homogène en x et y et de degré m -h i , et 
par conséquent de degré impair. 

Elle s'annule donc, soit pour x = o, soit pour une certaine valeur 

finie de -• 



y 

' — 3 

X 

pour 



Si elle s'annule pour une certaine valeur a de -> on aura à la fois 



r=:a, JZ = o, 

2X, = Y^-;X, = o 
quand on aura posé 

I t 

z ^ z 

c'est-à-dire que le point 

r = a, z =: o 

sera un point singulier. 

Si la fonction JcY^ — yX^ s'annule pour a* — o, on posera 

t 1 

x= -y y=-i 

z *^ z 

et Ton verra, comme précédemment, que le point 

t z= z = o 
est un point singulier. 

Sixième hypothèse. — I^s courbes X et Y ne se coupent en aucun 
point. Le degré de X est le même que celui de Y si, de plus, Xa et Y, 
sont les termes du degré le plus élevé de X et de Y; on a identique- 
ment 

or Ya — 7X2 = 0. 

Cette hypothèse est inadmissible. 
En effet, si Ton a identiquement 

X I 2 — -" V A-o f 

Xj est divisible par x et égal à ^rX,, Y^ oM divisible par y ot égal 
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à ^ Y, , de sorte que Ton a identiquement 
ou 

Maintenant Y, = Xg est une fonction homogène de degré impair 
en X et en j; donc elle s'annule soit pour x = o, soit pour une cer- 
taine valeur réelle a de - • 

Donc, soit pour x = o, soil pour - = a, on aurait forcément 

X2 =r Yq =^ o, 

c'est-à-dire que les courbés X = o, Y = o se couperaient en un point 
de i'équateur, ce qui est contraire à l'hypothèse 

En résumé, des six hypothèses que l'on peut faii'e, la sixième est 
inadmissible; si l'une des cinq autres est réalisée, l'équation différent 
tielle admet des points singuliers, soit sur I'équateur, soit hors de 
I'équateur. 

Cas général, — On peut, sans nuire à la généralité, supposer : 
i" Que les polynômes X et Y sont de même degré; 
3** Que si Xa et Yj sont les termes du degré le plus élevé de X et 
de Y, on n'a pas identiquement 

o^Ya— yX2= o; 

3** Que les courbes X = Y = o ne se coupent nulle part en plu- 
sieurs points confondus et ne se coupent pas sur I'équateur; 
4** Que l'équation 

jcYa— yXa— o 

n'ait pas de racines multiples. 

Dans ce cas, I'équateur est toujours une caractéristique, et tous les 
points singuliers sont de première espèce. De plus on peut, sans nuire 
à la généralité, supposer que tous les points singuliers sont des noeuds^ 
des cols et des foyers. 
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Le nombre des points singuliers est évidemment pair, puisque tout est 
symétrique par rapport au centre de la sphère. 

I^ nombre minimum des points singuliers est donc égal à 2 , et ce 
cas peut se présenter de deux manières : 

i^ Les courbes 

X = o, Y = o 

ne se coupent en aucun point; mais l'équation homogène 

admet une sohition réelle et une seule. 

On a alors sur Téquateur deux points singuliers diamétralement op- 
posés. Je dis que ces points singuliers sont toujours des nœuds. Pour 
le démontrer, il faut étudier les propriétés générales des points singu- 
liers situés sur Téquateur. 
Supposons que pour 

f — a, 5 = 
on ait 

sX, == Y, — fX, = o 
et 

X,^o, Y^^o. 
Posons 

^ = w-f- a, 
et soit 

X, = z?, -f- Xo -h X, a -h X2 a* -h . . . -h X;n u"\ 

Y| = 5Y3, -H fXç-f- fz, w -f- /Xj a^ -t- . . . -h /iL,«a'", 

où I, et >j| sont des polynômes entiers en z et en a, et où les X et les jjl 
sont des constantes. Il vient, en posant 



X, 


u= 


' + . 


. + ).. 


,«"' = 


.%,u\ 


f^s 


U' 


'-H. 


.. + ;*««"' = 


-ri2u\ 


X, 


= 


«='1, 


-HZ?, 


+ ),. 


-hX, «, 


Y. 


= 


U^*l2 


-I-3VÎ. 


+ fx. 


-l-fx,«; 



d'où Ton tire 

Y, — /X, = 2Ç, H- a^?2 -t- {[Xo — X^a) -h (fj., — X, a — Xo)m, 
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OÙ II et §2 sont des polynômes entiers en z et u. L'équation différen- 
tielle s'écrit alors, en remarquant que l'on doit avoir fx© = X©», 



dz du 



où 5, et 62 sont des polynômes en z et w. 
T^s racines de Téqiiation (5) sont alors 

— Xo et fji| — X,a — Xo. 

Ces deux racines sont réelles. 

Donc tout point singulier situé sur Véquateur est un nœud ou un col. 
(C'est ce qu'on devait prévoir, l'équateur étant une caractéristique.) 

Pour qu'il soit un nœud, il faut et il suffit que 

Or le premier membre de cette inégalité est précisément la valeur 
que prend pour 

l'expression 

Nous n'en changerons pas le signe en écrivant 

c'est-à-dire que le point singulier 

y . 



' = a 

X 



sera un col si, quand - passe de a -- g à a -h- s, l'expression vî """ ~ 
passe du négatif au positif, et qu'il sera un nœud si, quand - passe de 
a — g à a -+ fi, l'expression 57^ — - passe du^egati^^gositify 
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Cela posé, nous allons introduire une considération nouvelle qui 
nous rendra les plus grands services. Soit un cycle situé tout entier 
dans un hémisphère. Ce cycle divise la sphère en deux régions, dont 
Tune, située to»it entière dans l'un des hémisphères, s'appellera V in- 
térieur du cycle. 

Si le cycle est tout entier dans le premier hémisphère, nous dirons 
qu*un point mobile décrit le cycle dans le sens positif s'il a constam- 
ment l'intérieur du cycle à sa gauche; si, au contraire, le cycle était 
dans le second hémisphère, un point décrirait le cycle dans le sens 
positif s'il en avait constamment l'intérieur à sa droite. 

Supposons qu'un point mobile décrive le cycle daijs le sens positif 

Y 
et considérons les variations de l'expression ^ • Soit h le nombre de 

fois que cette expression saute de — qo à -h oc ; soit k le nombre de 
fois que cette expression saute de -4- qo à — oo . Soit 

. /i — X 

I =^ y 

•À 

le nombre i s'appellera V indice du cycle. 

Si l'on joint deux points A et C d'un cycle ABCDA par un arc AMC 

Fig. a. 
B 




situé tout entier à l'intérieur du cycle, le cycle ABCDA se trouve dé- 
composé en deux cycles ABCMA, AMCDA, et l'on a évidemment 

ind. ABCDA = ind. ABCMA -+- ind. AMCDA, 

de sorte qu'on peut ramener le calcul de l'indice d'un cycle quel- 
conque au calcul de l'indice des différents cycles infiniment petits qui 
le composent. 
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Théorème III. — Un cycle infiniment petit qui ne contient à son in- 
térieur aucun point singulier a pour indice o. 

En effet, si ce cycle n'est pas coupé par ia courbe X = o, 

A = o, Ar = o, «= = o. 

a 

Si le cycle est coupé par la courbe X = o, il n*est pas coupé par la 
courbe Y= o; Y est toujours de même signe et X passe une fois du 
positif au négatif, une fois du négatif au positif; d'où 

A = i, A = i, 1= = o. 



De même, si la courbe X = o présentait à l'intérieur du cycle un 
point multiple d'ordre m, on aurait 

h = m, A = m, i= = o. 



Théorkme IV. — Si un cycle infiniment petit contient à son intérieur 
un point singulier^ son indice est égal à ±i. 

Il est égal à -h I si le point singulier est un col ; à — i si le point 
singulier est un nœud ou un foyer. 
En effet, posons 

y — |3 = psino), X — OL =z jocosco, 

et supposons que l'on considère le cycle 

• Cr-p)»-H(x-«)'=p--. 

p étant une constante infiniment petite. 

Pour décrire ce cycle dans le sens positif, il faut faire varier tù de- 
puis o jusqu'à 2 71. 

Or on a, en négligeant les infiniment petits et reprenant les nota- 

Journ, de Bîath. (3* férié), tome VU. ^ Décembre i88i. ^ I 
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tions du Chapitre précédent, 

Y bx-h b^ tanjro) 

X «1 -h a^ tangtu 

X s^nniiule deux fois, car, quand « varie depuis o jusqu'à in, 

a, -f-a.j tangw 

s'annule deux fois pour deux valeurs de (ù que nous appellerons &)<, 
et coo H- TT. Pour w = Wo — £, où £ est infiniment petit, on a 

tang/^\^angw„ — r, 

où Ç est positif et infiniment petit. On a donc 

Y _ bx 4- />2tangcoo— ^g^ 
\ a, -h «2 tang too ~ «j ; 

Remarquons que langc«)o= — — ; il viendra, en négligeant b^Ç de- 

vaut b^ -h ôotang',)^^, 

Y ci\b^ — ûtj ôj I 

_ _ _^__ ... ... 

Y 
Donc, si «1 bo—Uibt < o, ^ pour w = w^j et pour m = w,, -+- tt saute 

de — 00 à -H 00 , on a 

n=^1^ Al = o, 1= ; ^=L\, 

Y 

Si, au contraire, a, 6^ — ûgi, > o, -r^ pour o = w^ et pour o> = «^,4- r: 

saute de -h 00 à — oc , on a 



/ / • h-k 

2 



Maintenant, quelle est la condition pour que 

a,6j — a26,>o? 
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Reprenons Téquation (5) qui s'écrit 

((7, — X){b.2— X) — a^b^ = (). 

Il est évident qu'on iuira 

a, 6^ — a^bi > o, 

si les deux racines de l'équation sont imaginaires ou de même signe, 
c'est-à-dire si le point singulier est un nœud ou un foyer. On aura au 
contraire 

a, h.^ — «2^, <r o, 

si les deux racines sont réelles et de signe contraire, c'est-à-dire si le 
point singulier est un col. 

Le théorème est donc démontré. 

Problème 1. — Calculer l'indice d'un cycle situé tout entier dans l'un 
des hémisphères. 

Soient N le nombre des nœuds, F le nombre des fojers, C le nombre 
des cols contenus à l'intérieur du cycle. 

Si Ton décompose le cycle donné en une infinité de cycles infiniment 
petits y, 

Un nombre infini des cycles y auront pour indice o; 

N -f- F des cycles y » — i ; 

c des cycles y ' » -\- \ , 

L'indice du cycle donné sera donc 

«(N-hF-C). 

Problem K IL — Calculer l'indice de l'équateur. 

Soient aN' le nombre des nœuds, 2C' le nombre des cols situés sur 
l'équateur. 

Soit t='- = tango. 
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TC 



Faisons varier w depuis jusqu'à -h -> c'esl-à-dire langot) depuis 

— 00 jusqu'à -f- 00 . Tout étant symétrique par rapport au centre de 

Y Y 
la sphère, y = 37^ prend pour w -h t: la même valeur que pour w ; quand 

on ferait varier (0 depuis -h - jusqu'à H > ^ repasserait par les mêmes 

valeurs que quand w variait de à -h -.• 

Donc, w variant de — - à -h -> tf sautera - fois de — x> à -h 00 , et 
' 22X2 ^ 

fr 

- fois de -f- 00 à — 00 . 
2 

Ceci posé, si Ton considère l'expression 
pour « ï= > on a 



H = + oo; 



7C 



pour w = H- -> on a 

H= - 00 . 

Soient X le nombre de fois que H passe du négatif au positif, fi le 
nombre de fois que H passe du positif au négatif, on aura évidem- 
ment 

fx — X = I. 

Or H peut passer du négatif au positif, soit par o, ce qui correspond 

à un col, soit par 00 , ce flui correspond à l'une des - valeurs de oj , 

y 
pour lesquelles ^ saute de — 00 à -h 00 . 

On a donc 



De même 
d'où 
d^où 



X = C4-^. 
2 



■^ 3 



N. ^ 1 . /l — A' • 

— C = I H =!-+-!, 



/=N'-C'- I 
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Scolie — Si le nombre des nœuds situés hors de Téquateur est 2N, 
celui des foyers situés hors de Téquateur 2 F, celui des cols situés hors 
de Féquateur aC, celui des nœuds situés Sur Téquateur 2N', celui des 
cols situés sur Téqualeur aK', on a la relation 

En effet, pour obtenir ce résultat, il suffit d'égaler les deux valeurs de 
l'indice de l'équateur obtenues dans les deux problèmes précédents. 

Corollaire /. — Le nombre lotal des nœuds et des foyers est égal au 
nombre total des cols plus 2. 

Corollaire IL — Le nombre total des points singuliers est un mul- 
tiple de 4 plus 2. 

Corollaire III. — Si le nombre des points singuliers se réduit à 2, ces 
points sont des nœuds et des foyers; ils sont toujours des nœuds s'ils 
sont sur l'équateur. 

La courbe X = o et la courbe Y = o se composent d'un certain 
nombre de cycles. Considérons deux quelconques de ces cycles : ils se 
couperont en un nombre pair de points. 

Soient a©» ^i» • • •> ^2/1 ^^s 2m points d'intersection de ces deux cycles 
rangés d'après l'ordre où on les rencontre en parcourant l'un des deux 
cycles, le cycle X = o, par exemple, dans le sens positif. 

Théoriîme V. — Supposons que deux points consécutifs ot^ et a^,, 
soient situés dans le même hémisphère; je dis que si a^ est un nœud ou un 
foyer ^ Uk^^ est un col^ ou réciproquement. 

Pour cela il suffit de faire voir que tout cycle qui enveloppe «a et a^ - 1 
a pour indice o. 

En effet, soit [fîg, 3) AB l'arc du cycle X = o, sur lequel se trouvent 
les points «a et «a+i ? soient CD et EF les arcs du cycle Y = o qui vien- 
nent couper AB respectivement en a* et «a+i . 

Il est évident que, pour le cycle ADFBECA, 



A = I , ^- = I , 



A- 
— = o. 
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Supposons, au contraire, que les points a^t ^^ ol^^ i soient dans rleux 
liémisphères différents. 

FIg. 3. 




Je dis que si «a est un col, a^^^ est un col, et que si «/^ est un nœud 
ou un foyer, «a-h est un nœud ou un foyer. 

En effet, supposons que AB vienne couper Féquateur MN en H {fig. \ ). 




Considérons le cycle ACHFBEHDA. Ce cycle est parcouru dans les deux 
hémisphères dans le sens positif. 

y 

Supposons qu'en franchissant le point A, ^ saute de — qo à -v oc ; 

il en sera de même quand on franchira le point H ou le point B, c'est- 
à-dire que, si 

ind. ACHD = i , ind. ACHFBEHDA ^ 2. 
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De même, si 

ind. ACHD = - i , ind. ACHFBEHDA = - 2, 

c'est-à-dire que, dans tous les cas, 

ind. ACIIDA ^- ind. HFBEH. c. o. f d. 

Deuxième cas. — Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que 
Xj et Y.2 étaient de même degré, sans que 

.rYa — yXj 
soit identiquement nul. 

Nou$ n'avons pas examiné. ce qui se passerait si nous avions identi- 
quement 

A un certain point de vue, le cas que nous avons érudié est plus gé- 
néral que celui que nous avons laissé de côté. 

A un autre point de vue, c'est le contraire; car deux polynômes X 
et Y quelconques peuvent être considérés comme des cas particuliers 
des polynômes 

X -+-Xa?Z, Y'-f-X/Z, 

où X est une constante et Z un polynôme de même degré que X et Y. 
Nous allons donc supposer que l'on a identiquement 

X2 = a?Z, Y2 = j'Z, 

où Z est une fonction homogène en .r et j. 

Dans ce cas, Véquateur n'est plus une caractéristique y et par consé- 
quent les points singuliers de l'équateur peuvent être tout aussi bien 
des nœuds, des foyers et des cols. 

La règle qui permettait dans le cas précédent de trouver l'indice de 
l'équateur se trouve en défaut; d'ailleurs, si l'équateur contient des 
points singuliers, les courbes 

X = o, Y = o 
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se coupent sur ce grand cercle, qui n'a par conséquent plus, à propre- 
ment parler, d'indice. 

Supposons donc que Téquateur ne contienne pas de point singulier, 
et cherchons quel est Tindice de ce grand cercle. 

Nous trouverons que Ton a le long de Téquateur 



c'est-à-dire que l'indice de l'équateur sera égal à — i, et si l'on re- 
marque qu'il est déjà égal à 

-(N-+-F-C), 

2N, 2F, 2C étant le nombre des nœuds, des foyers et des cols, on re- 
connaîtra que Ton a 

F 4- N = C ^ I , 

c'est-à-dire que le théorème que l'on avait démontré dans le cas précé- 
dent est encore vrai. 

Supposons maintenant que ré(|uation contienne des points singu- 
liers, à savoir 2N' nœuds, 2F' foyers et 2C' cols, et voyons comment 
on pourra tourner la difficidté. 

Soit aoc -h ^y -\-y= o un grand cercle qui ne pa.sse par aucun 
point singulier. Posons 

, ^ / y^ __ 

"~ ax- -h 'fiy -h -p "" a J7 -h 'fiy -+- 7 ' 

Téquation différentielle devient 

\' "" Y' ' 

où X' et Y' sont des polynômes entiers en x' et en y\ 

On aura pu choisir le cercle ax -h ^y -h y =^ o, de telle façon que : 
1° Aucune réduction ne s'opérant, X' et Y' soient de même degré ; 
2^ Que le grand cercle ax -hP/-I-7 = o ne soit pas une caractéris- 
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tique, c'est-à-dire que les termes du degré le plus élevé dey X' — cc'\' 
se réduisent. 

Si a, h est un point singulier de l'équation 

dx dy 

"x "" T' 

a ==. w", » o = 



sera aussi un point singulier de l'équation 

dx^ _dy 
X' ~" Y ' 

Si a, b est un nœud, un col ou un foyer, a\ h' sera un nœud, un col 
ou un foyer, de sorte que les nombres des nœuds, des cols et des 
foyers sont 2(N -h N'), 2(C -h C), 2(F + F') et que, se trouvant ra- 
mené au cas où Téquateur ne contenait pas de point singulier, on peut 
écrire 

N -h N'-h F-h F' = C H- C -h I. 

CHAPITRE IV. 

THÉORIE DES CONTACTS. 

L'étude que nous venons de faire des points singuliers va enfin nous 
permettre d'aborder la question des formes géométriques que peuvent 
affecter les caractéristiques siir toute la surface de la sphère. 

Une première considération, d'une importance capitale, est celle du 
nombre des points ou un arc ou un cycle donné touchent une carac- 
téristique, c'est-à-dire du nombre des contacts de cet arc ou de ce 
cycle. 

Le nombre des contacts d'un arc ou d'un cycle algébriques est tou- 
jours fini. 

Remarques préliminaires , — On a vu qu'une courbe algébrique sans 
point double se compose d'un certain nombre de cycles ; de même 

Journ, de Math, (3« série), tome VII. — Décembrr 1881. 52 
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line courbe algébrique à points doubles se compose d'un certain 
nombre de cycles et de polycycles. Or, ces polycycles eux-mêmes peu- 
vent être considérés comme décomposables en un certain nombre de 
cycles se touchant aux points doubles et présentant en ces points des 
points anguleux. 
Ainsi la courbe 

se compose de deux polycycles diamétralement opposés ; chacun de 
ces polycycles se compose de deux cycles qui se touchent au point 

a?=rj=o 

et y présentent un point anguleux tel que Taxe des deux tangentes soit 
de 90®. 

On a vu qu'une courbe algébrique C coupe un cycle algébrique quel- 
conque en un nombre fini et pair de points. Ceci mérite quelques ex- 
plications. 

Si, en un point donné, la courbe algébrique C passe de l'intérieur du 
cycle à l'extérieur, ou réciproquement, nous dirons queU courbe tra- 
verse le cycle et ce point comptera pour un seul point d'intersection ou 
pour un nombre impairde points d'intersection confondus. Si, au con- 
traire, dans le voisinage d'un point donné commun à la courbe C et 
au cycle, la courbe C reste tout entière extérieure ou intérieure au 
cycle, nous dirons que la courbe touche le cycle, et ce point comptera 
pour un nombre /)a/r de points d'intersection confondus. 

Supposons, par exemple, que le cycle donné présente un point an- 
guleux à Forigine et que son équation s'écrive 

o = Cr — '^^) (7 — fA^) + ^3» 

5j étant un polynôme ne contenant que des termes de degré 3 et 
au-dessus. 

Supposons qu'un point infiniment voisin de l'origine soit à l'inté- 
rieur du cycle donné toutes les fois que 

a? > o, (7 — Ix) ( V — [ix) > o, 
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et à Textérieur si 

a?<o ou si .a?>o, (7 — )ir)(y — /jl^) < o. 
Soit 

o =y— map -hô.2, 

l'équation de la courbe C, où 62 représente un polynôme, ne contenant 
que des termes de degré 2 et au-dessus. 

Il est aisé de voir que la courbe C traverse le cycle toutes les fois 
que 

(m-X)(m— fx)>o 

et le touche dans le cas contraire. 

Théorème VI. — Le nombre des contacts d'un cjrcle algébrique qui n'a 
pas de point anguleux^ qui na pas de contact d'ordre supérieur avec 
une caractéristique et qui ne passe par aucun point singulier est toujours 
fini et pair. 

En effet, soit 

¥{x,y) =0 

Téquation de ce cycle, on trouvera ses contacts en cherchant son in- 
tersection avec la courbe 

= X— + Y — = 

f dx dy 

Cette courbe étant algébrique, ses intersections avec le cycle donné 
sont en nombre pair, si Ton a soin de compter pour deux intersections 
les points où la courbe touche le cycle. Or, en ces points, le cycle 
aurait, avec une caractéristique, un contact d'ordre pair, ce que nous 
n'avons pas supposé. Donc, il n'y a nulle part phisieurs points d'in- 
tersection confondus des courbes 

<p = o, F= o. 

Donc, le nombre des contacts est pair. c. q. f. d. 
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Remarque I. — Le théorème est encore vrai quand même le cycle 
donné a des contacts d'ordre supérieur avec une caractéristique; à la 
condition toutefois que l'on ait soin de compter im contact d'ordre n 
pour n contacts. 

Remarque IL — Supposons maintenant que le cycle algébrique offre 
un point anguleux. Supposons, pour fixer les idées, que ce point angu- 
leux soit à l'origine, que l'équation du cycle s'écrive encore 

er que l'inJtérieur du cycle soit défini par les conditions 

Le polynôme ç s'écrit alors, siXo et Yp sont les valeurs de X et de Y 
pour a: =: ^ = o, 

9 = Xo[2Va?-(X-hfx)r] -hYo[2j-(X4-fi)a?] -hô;, 

où Q\^ est un polynôme ne contenant que des termes du degré 2 et 
au-dessus. 

Le coefficient ahgulaire de la tangente à l'origine à la courbe ç = o 
est alors 

Yq (^ -h p.) — QXpXfA 
2Y0— Xo(X4-îi) ' 

et la condition pour que la courbe ç = o traverse le cycle, c'est que 

a = [Yo (X -h fx) - 2X,)./jl] ~ \ [2 Yo - Xo)>. -h fi)], 
p = [Yo (X -h fx) - 2X0 V] - V- [2 Yo - Xo (:k -f- II)] 

soient de même signe. 

Or, on peut écrire, en simplifiant, 

a=(Yo~XoX)(fx-.X), 
/3 = (Yo-Xofi)(X-|UL); 

ce qui prouve que la condition pour que a et /3 soient de même signe, 
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c'est que Yo— XoXet Yo— Xofx soient de signe contraire, ou, en 
d'autres termes, que la condition pour que la courbe ç = o traverse le 
cycle donné est que la caractéristique qui passe par l'origine ne la 
traverse pas. 

Donc, un point anguleux comptera pour un contact, si la caracté- 
ristique qui passe en ce point ne traverse pas le cycle, et pour deux 
contacts dans le cas contraire. 

Remarque IIL — Supposons maintenant que, le cycle passant tou- 
jours par l'origine, l'origine soit un point singulier. Soient 

O2 et 6\ étant des polynômes dont les termes sont de degré 2 et au- 
dessus. 
On aura 

La courbe 9 = passe par l'origine. 

Si elle n'est pas tangente à la courbe F = o, le point singulier 
devra compter pour un contact, mais si elle a avec le cycle F == o un 
contact du n'^"*® ordre, le point singulier devra com|)ter pour n -h 1 
contacts. 

Or, pour qu'elle soit tangente à F = o, il faut et il suffît que, si 

d? . rfP 

^ X (a -h |3X) 4- a' -f- ^'\ = o, 

c'est-à-dire qu'il faut et il suffit que le cycle F = o soit tangent à une 
caractéristique, puisque le coefficient angulaire m de la tangente à 
une des caractéristiques passant par l'origine est donné par l'équation 

— m (a -f-|3/n) -h a' -h j3'/7i = o. 
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On verrait de même que le cycle F = o aura, à l'origine, un contact 
du n'^™* ordre avec la courbe y = o, s'il a un contact du n*^"* ordi'e 
avec une des caractéristiques passant par l'origine. 

Donc, un point singulier par où passe le cycle donné, mais qui n'est 
pas un point anguleux, comptera pour n -h i contacts si le cycle a, eu 
ce point, un contact du n^^'^^ ordre avec une caractéristique. 

Remarque IV. — Supposons enfin que l'origine soit un point sin- 
gulier et un point anguleux du cycle donné. 
Soient encore 

F = (;^-Xa-)-(r-fJLa?)-+-e3, 
et à l'intérieur du cycle 

ar > o, (7 — \x) {jr — ^ix) > o. 
On aura 

fo = [oLx -h jSjr) [aXjxo? — (X -h ii)y] 
-4-(a'^-f-/3»[27-(X-f-fJL)a?] -+-6;, 

0\ étant un polynôme ne contenant que des termes du degré 3 et au- 
dessus. 

La courbe 9 = présente donc à l'origine deux branches de coiui)e. 
L'origine comptera donc pour un nombre pair de contacts si ces deux 
branches touchent toutes deux ou traversent toutes deux le cycle, 
pour un nombre impair dans le cas contraire; c'est-à-dire que, pour 
que l'origine doive être comptée pour un nombre impair de contacts, 
il faut et il suffît que les deux tangentes à l'origine à la courbe 9 = 
ne soient pas comprises toutes deux dans l'un des angles formés par les 
tangentes à l'origine à la courbe F = o, c'est-à-dire qu'il faut et qu'il 
suffit que 

- >[2(a'-4- /30.) - (a -f. |3x) (^ -f. |ut)] 

p=[(a'-4-^»(X-f-f.)-2Xft(«4-^,/.)] 

-.fx[2(a'-i-|3»-(c.'-f-|3>)(X^-fx)] 

soient de signe contraire. 
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Or, on peut écrire, en simplifiant, 

a = [(«' + IS'X) - X(a -t- ^-k)] [\ -iJ.> 
-*=[(«'+W-f*(«+^f*)](>>-f*) 

Si le point singulier est un foyer, l'équation 

(a' 4- jSt'jr) — a; (a 4- ^x) = o 

n'a que des racines imaginaires. Son premier membre est donc ton- 
jours de même signe, a etb sont de signe contraire et le point singulier 
compte pour un nombre impair de contacts. 

Si le point singulier est un col ou un nœud, il compte soit pour un 
nombre pair, soit pour un nombre impair de contacts, selon la position 
des tangentes à l'origine au cycle F = o. 

Résumé. — Le nombre des contacts d'un cycle algébrique est tou- 
jours pair à la condition : 

I** Que l'on compte un contact du n*^™* ordre pour n contacts ; 

2® Qu'un point anguleux du cycle donné soit considéré comme un 
ou comme deux contacts, selon que la caractéristique qui y passe y 
touche ou y traverse le cycle ; 

3*^ Qu'un point singulier compte pour n 4- i contacts si le cycle a, 
en ce point, un contact du w'^™* ordre avec une caractéristique ; 

4** Qu'un foyer qui est un point anguleux du cycle donné soit 
compté poiir un contaôtj, ; 

5** Qu'un col ou un nœud qui est un point anguleux du cycle donné 
soit compté pour un ou pour deux contacts, selon la position des tan- 
gentes au cycle au point anguleux. 

Corollaire. — Si deux arcs algébriques ont mêmes extrémités, le 
nombre de leurs contacts peut être de même parité ou de parité diffé- 
rente si les deux extrémités ne sont pas deux foyers ; il est toujours de 
même parité si les deux extrémités sont deux foyers. 

Théorème VII. — 5/, entre deux points de la sphère^ on peut mener 
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un CLTc quelconque sans contact, on peut aussi mener entre ces deux 
points un arc algébrique sans contact. 

En effet, soient 

x = ^[t), f = ^[t) 

les équations de Tare donné, où / est un paramètre convenablement 
choisi. On aura pu choisir le paramètre de telle sorte que les extrémités 
de Tare correspondent à 

/ = O, f = TT. 

Si Tare donné ne coupe pas Téquateur, œ ely restent finis quant / 
varie de o à ;r; ce sont donc des fonctions finies et continues de / entre 
ces limites, et il en est de même de leurs dérivées. 

Soient a?,, y^ et a;^, y^ les valeurs de a? et de y pour / = o et pour 

t = n\ les fonctions 

/ . t 

X — X. cos x^ sm -> 

j~7, cosi-ji^in^ 

sont nulles pour / = o et pour / = ;:. 

Les fonctions a? et j peuvent donc se développer en séries conver- 
gentes en sin m/, de la manière suivante, 

mas» 

Va. t . t 

x=^yAm smmt -+- x^ cos — y- x^sm-i 

m = t 
/II— « 

r = ^ B,„ sinmt -hy, cos ^ -hyt sin -'; 
et Ton aura de même en séries convergentes 

msoo 

-77= y mA^cosmt ^sm-H — ^cos-, 

at ^ a a a a 

-^=\ mB;„cos/w/ — ^sin- H-'— COS-- 
at j^ '* a a a a 
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Si Ton substitue ces valeurs à la place de .r, v ^» -^ dans l'ex- 
pression 

^ dy ^ dx 
^Ti- ^ dï' 

on aura une fonction de / qui, quand / variera de o à ;r, ne s'annulera 
pas et dont le carré restera p.ar conséquent toujours plus grand qu'une 
quantité donnée t^. 
Soient 

AjjL= > A;„sinm< -hx, cos - -h o^jsin-î 






^\i. = 2^K 



t . t 

s\ï\mt -4- y, cos - 4- Vj sm - • 



L'arc 



X — Aji., 'y — liji 



est algébrique et a les mêmes extrémités que l'arc donné. 
* De plus, on aura toujours pu prendre ^ assez grand pour que 

A|^, IV» "^^ ~Jf diffèrent aussi peu que l'on veut de ç7 , 6(/j, 



^ j -^> ou bien pour que X -^^ —Y -^, où x et j sont remplacés dans 

X et Y par A^^ et Bj^, diffère aussi peu que l'on veut de X ~ — Y -^, 
oii X et y sont remplacés dans X et Y par rp et ^\ par exemple, pour 
que cette expression diffère de X ^ — Y •— de moins de s, pour que 
l'on ait toujours 

Dans ce cas. Tare 



dB^ Y^Ap< 



X = A^. y= B^ 

sera à la fois algébrique et sans contact. c q. f. d. 

Si l'arc donné coupait l'équatenr, mais ne coupait pas le grand 
cercle 

ux-h.^y-h y = o, 

Journ. de Math, (3« série), tome VII. — Décembiie i88i. 
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on ferait un changement de variables en posant 

X' = 5 y Y = 

1 /• -4- S V -U V ^ 



Ij: -4- ? J H- Y ^ aj? -h ?/ -h Y 

et le théorème se démontrerait de la même manière. 

Si l'arc donné coupait tous les grands cercles de la sphère, on le dé- 
composerait en un certain nombre d'arcs secondaires dont aucun ne 
couperait tous les grands cercles de la sphère, et le théorème démontré 
successivement pour chacun de ces arcs secondaires le serait également 
pour Tare total. 

Théorème VIII. — Si AB est un arc algébrique sans contact^ si kk^ 
vt BB| sont deux arcs de caractéristiques ^ on peut mener de k^ àM^ un 
arc sans contact. 

En effet, soient 

x = fD{t), y=if{t) 

les équations de Tare AB où y et ^ sont des fonctions continues de /, 
n'ayant qu'une valeur pour chaque valeur de /. Soient a et ]3 les valeiu*s 
de / qui correspondent aux points A et B. 

A chaque valeur de t correspond une caractéristique, et une seule, 
de telle sorte qu'à a et |3 correspondent les caractéristiques AA, etBB|. 
Soient /q, /|, /a, . . . les valeurs de /auxquelles correspondent des carac- 
téristiques qui vont passer par un col. 

Considérons la caravtéristique qui correspond à une valeur donnée 
de t\ soit 5 Tare de cette caractéristique compté à partir du |)oint où 
elle coupe Tare AB. I^es deux valeurs de 5 et de / déterminent un point 
de la sphère et forment pour ainsi dire un nouveau système de coor- 
données. Soient 

/ — a, 5 = 7 les coordonnées de A|, 

t — [lt, s =^ â les ( oordonnées de B, , 

/ — /^j, s = Sq les coordonnées des cols, 
t — t,,s = s 



I , O ^1 , 
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Une équation 

s = F{t), 

OÙ F est une fonction continue de t, qui ne prend qu'une valeur pour 
chaque valeur de /, représente un arc de courbe continu et sans con- 
tact, toutes les fois que / n'est égal ni à t^, ni à /| , ... et si / = /07 P^^ 
exemple, toutes les fois que * < ^o. 

Or, on pourra toujours choisir F de telle sorte que, 

pour/=a, F = Y, 
pour / = /3, F = J, 

pour^ = /o» F<Jo» 
pour/ = <,, F<5,, 

c'est-à-dire que l'on peut mener de A, à B, un arc sans contact et par 
conséquent un arc algébrique sans contact. c. q. f. d. 

Théorème IX. -- Si AB et A,B, {fig. 5) sont deux caractéristiques, 
si AA, et BB| sont deux arcs algébriques qui ne coupent AB et A|B< en 
aucun autre point que A, B, A, ou B,, les nombres des contacts de A A, 
et de BB, sont de même parité. 

Soit A' un point assez voisin de A pour que l'arc AA' soit sans contact 

Fig. 5. 



et que la caractéristique A'B' aille couper BB| en un point B' tel que 
BB' soit sans contact. 
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Supposons de même que k\B\ soit un arc caractéristique, et que A, A'^ , 
n,B', soient sans contact. 

On pourra mener, d'après le théorème précédent, des arcs algébri- 
ques AB',A',B< sans cçKitact. 

Le nombre des contacts du cycles algébrique 

ab'b,a;a 

doit être.|)air. *^ 

Or, les caractéristiques AB, A|B| touchent le cycle en A et en B, ; 
les caractéristiques A'B', et A'^B', le traversent en B' et en A'^. Donc les 
quatre points anguleux comptent pour deux contacts. Donc on a 

nombre des contacts AB' -+- nombre des contacts B'B, 
-l-nombre des contacts B^A\ 4- nombre des contacts A, A^eo (mod. 2), 

ou, ce qui revient au même, 

nombre des contacts A A, H- nombre des contacts BB< ^o (mod. 2;. 

c. Q. F. D. 

Théorème X. — Si un arc de caractéristi</ue qui ne passe par aucun 
point singulier est souS'tendu par un arc de courbe, le nombre des conlacls 
de cet arc de courbe est impair. 

En effet, soit F = o l'équation de Tare sous-tendant. Considérons la 
fonction F; cette fonction passe, par exemple, du positif au négatif 
quand le point (a;, y), décrivant la caractéristique, passe par Tune des 
extrémités de l'arc sous-tendant, et du négatif au positif quand il passe 
par l'autre extrémité de cet arc. C'est dire que, quand le point (a?, j) 
décrit l'arc donné de caractéristique, la fonction F passe par \u\ nombre 
impair de maxima et de minima. 

Or, ces maxima et ces minima sont donnés par l'équation 

c'est dire que l'aix: de caractéristique coupe en un nombre impair de 
points la courbe ^ = o. 



Digitized by VnOOÇlC 



GOORBES DÉFINIES PAU UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE. /f^I 

Or, cette courbe, qui est algébrique, coupe en un nombre pair de 
points le cycle H formé par Tare de caractéristique et l'arc sous-ten- 
dant; donc elle coupe Tare sous-tendant en un nombre im|)air de 
points. 

Donc le nombre des contacts de cet arc est impair. 

c. Q. F. D. 

Remarque L — Si l'arc de caractéristique passe par un col, comment 
faudra-il modifier le théorème? 

Le col appartient évidemment à la courbe ç) = o, mais il n'est un 
maximum ou un minimum de F qu'à la condition que l'arc de caracté- 
ristique présente en ce point un point anguleux. 

En effet, supposons d'abord qu'il n'y ait pas de point anguleux Les 
courbes F === o et 9 = o traverseront toutes deux, en général, le cycle H, 
c'est-à-dire que le col sera un point simple d'intersection du cycle et 
de f = o, sans correspondre à un maximum ou à un minimum de F. 

Si, au contraire, il y a un point anguleux, l'une des courbes y = o, 
F = o traversera le cycle H, pendant que l'autre le touchera, de telle 
sorte que, ou bien le col sera un point simple d'intersection de H et 
de <p = o, et en même temps un maximum de F, ou bien il sera un 
point double de H et de y = o sans être un maximum de F. 

Donc, si l'arc de caractéristique passe par un col et n'y a pas de point 
anguleux, le nombre des contacts de l'arc sous-tendant est pair. 

Si l'arc de caractéristique passe par un col et y a un point anguleux, 
le nombre de ces contacts est impair. 

Remarque IL — On démontrerait de même que, si un arc de carac- 
téristique ne passe par aucun point singulier, tout arc de courbe qui 
le sur-tend a un nombre de contacts pair. 

Contacts des systèmes topo graphiques. — Si l'on considère un système 
topographique algébrique, les contacts de ce système formeront une 
courbe algébrique. 

On distinguera les contacts intérieurs et extérieurs du système topo- 
graphique, selon que dans le voisinage de ces contacts la caractéris- 
tique qui y passe reste intérieure ou extérieure au cycle qu'elle touche, 
parmi ceux du système topographique. 
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La courbe des contacts sera donc divisée en un certain nombre 
d'arcs qui seront les arcs des contacts intérieurs et ceux des contacts 
extérieurs 

Ces arcs seront séparés : 

i" Par les points singuliers; 

2" Par les points où la. courbe des contacts touche un des cycles du 
système topog^raphique. 
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ERRATA. 



Page lo, ligne i8, au lieu de A^^^^: o, lisez A^iz= i. 

Page 12, ligne 3, au lieu de fonction négative aleph (x, lisez fonction négative 

aleph m. 
Page i3, ligne 12, au lieu de {ai-h . . .)y lisez (ai-h. . .)"*. 

» ligne 4 e^ï remontant, au lieu de ( — i)""*, lisez ( — i)'*. 

Page i5, ligne 8, au dénominateur, au lieu de [d^(w)y, lisez [^^(^v)]'. 

» ligne 10, au numérateur, au lieu de d^[(f(iv)yy lisez d^[^{w)y. 

» )) au lieu de û^cp(tv), lisez d{iv). 

)) ligne 7 en remontant^ au lieu de F(j:), lisez F(r). 

» ligne 5 en remontant, ajoutez le facteur [cCt**)]** à la fin de la frac- 
tion. 
Page 17, ligne i3, au lieu de tv, lisez o(^v). 
Page 20, ligne 12, remplacez le terme d^'^F(u) par des points. 
Page 38, ligne 2 en remontant, au numérateur, au lieu de tanga, lisez tanga. 

^ o .. K ■ f. » /îXsinil 

Page 3o, ligne 5 en remontant, au lieu de i — tanga ^ H > 

\'\ -I- n}\^ sin^'i; 

,. n\ sind» 

usez [ -h tang a ^ 

V'i-h/i-X^^sin^i}; 

Même page, ligne i en remontant, remplacez le numérateur par nq — tanga. 

Page 3i, ligne 2, au lieude(ieingoL — /iX sin<}/)û, lisez n* g* (tanga — nX sin i)/) 12. 

» ligne 3, au lieu de (1 — ^nq) -h . . . , lisez (i — ^nq) (i — X) 4- 

» ligne 6, au lieu de — j lisez — 
^ m n 

Page 128, formule (aa), entre crochets, au lieu de [i — . . . , lisez [i -h. . .. 

» formule (a^), entre la première accolade et le premier crochet, au 

I 



lieu de -' 1. . . , lisez 



2.1»* -»l» 
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